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Kapitel 1

Anmerkungen

1.1 Literatur

* A.MEssIAH: Quantenmechanik I und IT

MERZBACHER: Quantum Mechanics (Dirac-Gleichung)

SABURAL: Modern Quantum Mechanics (Ergénzend zur Vorlesung)
BALLENTINE: Quantum Mechanics: Modern Development

P.A.M. DIRAC: Principals of Quantum Mechanics

Xk K Kk

D. BouMm: Quantum Theory

Die letzten beiden Biicher sind komplementiir; sie sollten zusammen verwendet werden.

*

W.PAULL: Die allgemeinen Prinzipien der Wellenmechanik (schwer zu lesen, aber sehr gut!)

% (GOTTFRIED)

1.2 Inhaltsverzeichnis
I Resumé
II WKB (Losung der Schrodinger-Gleichung mal anders)
III Formalismus
IV Drehimpuls
V Identische Teilchen
VI Invarianz und Erhaltungssitze
VII Dirac-Gleichung
VIII Streutheorie 1

IX Streutheorie 2
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Kapitel 2

Resumé

Wir erinnern uns an die Schrodinger-Gleichung;:

0
ih—WU =HWV
ot
U = ¥U(q,...,qn,t) ist Wellenfunktion, die abhingig ist von N Freiheitsgraden und der Zeit ¢. H ist der
Hamilton-Operator, der auch von diesen allgemeinen Koordinaten (und auerdem Impulsen) abhéngt:

h O h 0
H=H -, =t
<Qh 7qN>iaq17 7i8qN7 )

Eine wichtige Randbedingung fiir die Funktion ¥ ist:

+oo

/ﬁmﬁdx:1

—0o0
Sie muf} also quadratintegrabel sein. Kommen wir nun zum Erwartungswert des Operators O:

(T, 00)

(0) (0, 0)

Es handelt sich dabei um den Wert, der im Experiment gemessen werden kann. Eine individuelle Messung ist
ein Eigenwert.

2.1 Verallgemeinerung (kurzgefaf3t!)

Angenommen, wir haben eine Observable O. Es handelt sich hierbei, um einen hermiteschen Operator, der ein
vollstéindiges Orthonormalsystem von Eigenfunktionen besitzt. Ein Beispiel hierfiir ist der Hamilton-Operator:

H=H(G,...,p,...)
Die py und §; sind die kanonisch konjugierten kartesische Variablen. Fiir deren Kommutator gilt:
[k, Pi] = ihdp

Es sei hier auf die klassischen Poisson-Klammern verwiesen. In g-Darstellung gilt:

ho
i0q

D

Damit kann die obige Kommutatorrelation gezeigt werden. Sehr wichtig ist auflerdem die Heisenbergsche
Unschérferelation:

ho
AqiApy > 5 it Aqi = V{(q?) — (9)?



KAPITEL 2. RESUME




Kapitel 3

WKB

Die Idee dieser Methode ist nun folgende:
1.) Entwicklung nach Potenzen von %
2.) Vernachliissigung von O(h?)

Unser Ziel ist es nun, die stationdren Losungen der zeitunabhéngigen eindimensionalen Schrodingergleichung zu
erhalten. Eine stationére Losung 1483t sich schreiben als:

U(z,t) = U(z) exp (—iit)

Durch Einsetzen in die Schrédingergleichung resultiert:

2m

YR E-VE)y=0 (1)

Zur Losung dieser Gleichung machen wir nun folgenden Ansatz:
i . h
Yy = exp <hW(x)) mit W(x) = S(z) + T In A(x) (2)

S und A seien gerade Funktionen von A. Man erhélt dann:

12 QA//
§%—2m(E-V)=r—  (3)

24'S"+ AS" =0 (4)
Gleichung (4) wird geldst durch:
A = const.(5')"2 (5)

Aus (4) und (5) erhalten wir dann schlieBlich:

3 /S" 2 18"
i (%) ‘5?] ©

Interessant ist nun, dafl wir bisher eine exakte Rechnung durchgefiihrt haben. An dieser Stelle werden wir jetzt
die WKB-N&herung verwenden:

S? =2m(E - V) +h?

S =Sy + h%S; +O(ht) (7)
N———’

zu vernachlidssigen

Auch Gleichung (6) resultiert dann mit dieser Néherung:
Si2~2m(E —V)

Wir unterscheiden zwei Falle:
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1.) E>V(x)
Wir definieren eine ,, Wellenldnge® (A := £):

B h
M) = V)

Es gilt ndherungsweise:
S
g~ k(S))~F exp (i;)

Fiir die allgemeine Losung folgt dann:

x

~ dy
y(z) = aV A cos />\(?J) (8)

0

a und zg seien Konstanten.
2.) E<V(x)
Es wird eine sogenannte Eindringtiefe (,,Skin-depth® [ := %) definiert:

l(z) = n

/2m(V(z) - E)

Die allgemeine Losung lautet hier nun:

y(x)z\/i B exp +/lc(1;j) + yexp —/lc(lg) 9)

xo Zo

Ein Kriterium fiir die Exaktheit der Ndherung ist:

Y = Yun +exp (iIKS, + O(R2))  |hSy| <1 (10) 2XD, ‘32 < 1 oder

dl
— 1 11
o<1y

Oder auch:
|mhV’|
|2m(E — V)|

Die Niherung ist sicherlich nicht erfiillt fiir die Umkehrpunkte z,, - V(x,) = E. Das Fazit besteht nun darin,
die Anschlubedingungen einzufiihren:

<1 (12

Dl

A
E
\%4
| »
a T
h
V2m(V — E) V2m(E —=V)
U = Ayl —|—By2

ra r>a

I(y)

T
4
Vi ady dy =
Y2 & = exp —/@ (14) = y2 ~VAcos /T_Z (16)

X
Die Voraussetzungen dafiir, daf} dies stimmt, sind:

y1 ~ Viexp -l-/ﬂ (13) = y~—VAsin {/%— ‘ (15)

x

a




3.1. POTENTIALTOPF

1.) Fall 1:
A
Ve~ (z—a)
FE
: V_
a T
——
Ax
2.) Fall 2:
A
E
: V_»
b T

Nicht erlaubt ist beispielsweise so etwas:

A

N ! e
WKB WKB

v

a

»>
ey

|4

>
WKB WKB =z

ABER VORSICHT! Wenn im Bereich z < a gilt, dal Uzo1 &~ Ay; mit A # 0, kann man auch dafl W qp =
Ay + Bys mit beliebigem B schreiben. Also ist im Bereich z > a die Losung unbestimmt:

¥ =~ Ay, oder Ay, + Bys

Nur wenn im Bereich & < a sicher ist, dal ¥ ozq1: = Bys (A = 0), findet man im Bereich z > a sicher:

\I/%Byg

Fiir z < a gelte Vo1 = Bys und fiir z > a Bys.

3.1 Potentialtopf

V(x)

111

\/
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# Bereich I: x < a

a

~ S Vlexp _/ﬂ
Ve 1(y)

xT

#* Bereich III: x > b

T

c’ Te / dy

~—Vlexp |— [ —

Yrrr D) p I y)
b

# BereichII: a < 2 < b

x

dy
W ~ CV )\ cos /— -
Y A()

I

a

b
und y, ~ C'V/A cos /d—y -

Diese Funktionen (y,,by) sind nur gleich (y,(z) = yp(z) &~ y;;), wenn folgendes gilt:

b b
de V2m(E—-V) 1 ) B
/M:/dxf—<N+§>7Tm1tN—0,1727...

(20)
Des weiteren muf gelten C’ = (—1)VC.
fdy  [d
N dy [dy =

y = (—1)NCV A cos / 5 S T 1
Wir nehmen an, dal N = 2 ist. Dann folgt:

T i dy = [ dy = [
y=CVAcos |2n+=— | 2 == | =CV)cos |— | =2 +=| =CV)Acos

2 A 4 A 4

1.) Die WKB-Methode funktioniert im Bereich II nur fiir N > 1. (21)

2.) j'{ pdg = (N+ ;) h (22)

H=FE

Dies kann man folgendermaflen zeigen:

b b
dx 5 dx dx
—_ =T . =T -
% A A

a

Mittels der de-Broglie-Wellenlénge A = % folgt dann:

dr D _ 1
1
%pdqz(N—}—?)h

dy
)

s
4

= Ya
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Formalismus

4.1 Hauptidee

%* In der Wellenmechanik gibt es eine Wahrscheinlichkeitsdichte ¥ = ¥(qq,...,qy) € C im Ortsraum.
a.) Postulat 1:

h 0 h 0

O =01, qu,p1sespn) witd O (g1 oo vqu, 2 2D
(@ In, D1 Py) <q1 7 B O

> zugeordnet. (1)

b.) Postulat 2:

(W, 00)

(0) RUATN (2)

Mit Skalarprodukten im Ortsraum:
(U, AT) = /dq1 ... dgy U (Axp) (3)
s Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum:
¢=o(p1,-..,px)

a.) Postulat 1:

O(qi,...,py) wird O (iha,...,ih g

—— D1, dnet. I
apl apNapla 7pN) zugeordne ( )

b.) Postulat 2:

<¢’ ®> (2/)

(@, Ad) = /dp1 . dpy @ (Acb) (3')

% Die Wellenfunktionen ¥ und & stellen den ein und denselben Vektor |Q2) dar.

* U(q,...,qy) sind die ,Komponenten* dieses Vektors in einem bestimmten orthogonalen Koordinatensy-
stem.

‘I/(Q17--~7QN):<C]1,-~-7QN |Q>

% Ebenso sind die Werte ®(p1, ..., py) die Komponenten desselben Vektors in einem anderen Koordinaten-
system.

®(p1,---,pn) = (P15 Px | Q)

¥ Superpositionsprinzip

Das fithrt dazu, dafl wir einen linearen Vektorraum und lineare Operatoren besitzen. Daraus resultiert
dann die Verwendung des Hilbertraums.
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4.2 Vektoren und Operatoren

a.) & sei ein linearer Vektorraum mit den Ket-Vektoren |...), das heifit:
1) e &
)\1, )\2 eC

Oder mit einem kontinuierlichem Index £ € R:

2

3 o
Koy 2= [aexoio ce

x1

b.) Jedem Vektorraum £ kann ein dualer Vektorraum &£’ mit sogenannten Bra-Vektoren (...| zugeordnet
werden. Zwischen diesen beiden Vektorrdumen £ und £’ gibt es eine eineindeutige Zuordnung;:

[u) € £ & (u] €&’
[v) = A1[1) + A2[2) < (o] = AT(L] + A3(2|

c.) Skalarprodukt des Kets |u) mit dem Ket |v) ergibt die Zahl (v|u) € C. Das Skalarprodukt kann nur definiert
sein in einem bestimmten Vektorraum, ndmlich dem des Kets oder des Bras. Folgende Eigenschaften sind
dabei zu notieren:

L) (ulv) = {vlu)*
2.) Das Skalarprodukt ist linear.
[3) = A1[1) + A2[2)
(413) = A (4[1) + A2(4)2)
14)
3.) Normquadrat: N(u) = (uju) >0
Wir wollen an dieser Stelle die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung abfiihren:

2
[{ulo)]™ < {ulu){v]v)
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn |u) und |v) linear abhéngig sind.

d.) Vollsténdigkeit und Separabilitét

Liegen diese Eigenschaften vor, handelt es sich um einen Hilbertraum.

e.) Linearer Operator A
v) = Alu)
Ist die Zuordnung eineindeutig, so haben wir zwei Operatoren A und B, so gilt:
[v) = Alu) = |u) = Blv)
A und B heiBen invers, wenn AB = 1 und BA = 1. Ublicherweise schreiben wir dann B = A~

f.) Definition des Tensorprodukts
Angenommen, wir haben zwei Vektoren |u)! € & und |v)? € &. Das Produkt |ul,v?) = |u)t|v)? € & @ &
nennt man Tensorprodukt. Wir haben einen linearen Operator A’ im Raum &7, dann gilt im Produktraum
AW = At @12
Alu)? = o)t = A(1)|u1u2> = |v'u?)
Ist A® =1'® A2, so folgt daraus, da8 die Operatoren kommutieren:

[A(l),A(Q)] =0



4.3. HERMITESCHE OPERATOREN UND OBSERVABLEN

4.3 Hermitesche Operatoren und Observablen
Sei A ein linearer Operator |v) = A|u). Man nutzt die Relation:

(X (Alw) = ((x [A) [w)

Man kann nun auch einen linearen Operator A definieren, welcher auf Bras wirkt:

(nl = (x|A

Der zu A adjungierte Operator B wird definiert durch die Relation (u|Blw) = (w|A|u)* und wird bezeichnet
als B = A'. Es gilt hier auch ATt = A.

a.) Konjugationsoperator:

Man ersetze iiberall:

1.) Zahlen durch konjugiert komplexe Zahlen.

) Bras durch die dazu konjugierten Kets und umgekehrt
.) Die Operatoren A durch Af

) Kehre die Reihenfolge der verschiedenen Symbole um

> Beispiel ©:

(2| ABu) (v|Clw) = (w|C|v)(u| BT AT|2)
> Beispiel @:

ABlu)(v|Clw) = (w|C7|v) (u| BT AT
> Beispiel ®:

AB|u)(v|C = CT|v)(u|BT AT

b.) Ein linearer Operator H heifit hermitesch, wenn HT = H ist. H heiBt positiv definit, wenn fiir alle |u) € £
gilt |(u|H|u) > 0.

c.) Ein Operator U heiBt unitir, wenn UUT = 1 = UTU.

d.) Eigenwertproblem
Es liege folgende Gleichung vor:

Alu) = alu) mit a € C
a heiflt Eigenwert und |u) Eigenket. Fiir ein Bra gilt dann analog:

(W'|A = a'(u| mit a € C

Theorem:

Ist A hermitesch, so hat man:

1.) Beide Eigenwertspektren {a} und {a’} sind identisch: {a} = {a}.
2.) Alle Eigenwerte sind reell, das heifit a € R.

3.) Die Orthogonalitét der Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten.
Wir wollen diese Aussage beweisen. Dazu bilden wir das Skalarprodukt mit (v|:

Alu) = alu) = (v|Alu) = a{v|u)

AnschlieBend fithren wir das gleiche Skalarprodukt mit |u) durch:

(VA =b(v| = (v|A|u) = b(v|u)

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt sich dann, da die linke Seite gleich ist:
0= (a—0b){v|u)

Fiir a # b gilt dann (v|u) = 0.
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e.) Sei A der hermitesche Operator der Eigenwertgleichung A¢(z) = a¢(x) mit diskreten Spektren a,, mit
n =0, 1, 2, ... (moglich mehrfach entartet) und mit kontinuierlichem Anteil a(v). Die Eigenfunktionen

(b%r) (r ist Entartungsindex) stellen orthonormierte Kets |n,) und die Eigenfunktionen ¢ (v, g) die Kets
|vo,). Die Orthonormierungsrelationen sind:

(nrn'r"y = Spps Oprr
(nriv o'r'y =0

vorl'o'r’) = 6(v —v")d(0 — ) o

Spannen diese Vektoren den gesamten Raum auf, so sagt man, dafl sie ein vollstindiges System bilden
und dafl der hermitesche Operator A eine Observable ist. Wenn dies so ist, dann hat man die Vollstandig-
keitsrelation.

Py = Z |nr) (nr| + Z// |vor)dvde (ver| =1

Man bezeichnet dies als ,,Zerlegung der Einheit®.

e Projektionsoperatoren

Gegeben sei der Vektor |v) mit (v|v) = 1. Fiir jedes |u) haben wir den projektierten Vektor |u,) = |v)(v|u).

U

- -
> »>

Uy v
Wir nennen p, = |v)(v| den Projektor mit |u,) = py|u). Der Projektor besitzt die Eigenwerte 1 und 0.

Fiir einen linearen Operator A mit normierten Eigenvektoren |a,,) <A|an> = an\an>> definiert man:

Py = Z @) (an |

n=1

Ein Vektor |u) wird somit auf den durch |a,) aufgespannten Untervektorraum projiziert. Ist A eine
Observable, findet man P4 = 1 (Zerlegung der Einheit).

4.4 Darstellung durch Matrizen

¥ Wir haben die Eigenwertgleichung Q|m> =gm|m) mitm=1,2,3,....
Die Vektoren |k) und |I) seien normiert, also gelte (k|l) = dg;.

Py = Z|m><m =

|m) sind die Basisvektoren in der {Q}-Darstellung. Fiir jeden Vektor |u) kann man schreiben:

= |m) =D umlm)

(mu)
——
Uy €C

Die Zahlen u,, kann man als die Elemente einer Spaltenmatrix mit dem Zeilenindex m. Der Spaltenvektor
|, ug, us, . ..) definiert |u) vollstdndig. Ebenso kann man dies fiir einen Bra-Vektor schreiben:

(wl = (vln)(n| = Zvn

Der Zeilenvektor (..., vs,ve,v1) stellt den Bra-Vektor (v| in der Q-Darstellung dar. Ebenso kann jeder
linearer Operator A in eine Doppelreihe entwickelt werden:

A= Z|m (m|An)(n| = ZAmn|m

m,n
mne(c



4.4. DARSTELLUNG DURCH MATRIZEN

Die A,,, konnen als die Elemente einer quadratischen Matrix mit Zeilenindex n und Spaltenindex m
angesehen werden.

A A Ags
Ag1 Azp A
A=1A43 Asp Ass

Diese Matrix stellt den Operator A in der Q@-Darstellung dar. Man kann dies nachlesen in BORN-HEISENBERG-
JORDAN, Z.Phys. 35 (1926), 537.

Erinnern wir uns an die Definition des adjungierten Operators:
(A7), = (mlAT|n) = (n]Alm)* = (Anm)*

Man muf} also die Matrix A transponieren und komplex konjugieren. Wir betrachten nun ein Produkt der
Operatoren A und B:

(AB)sun = (m|ABJn) = Y " (m|Alk) (k| Bln) = AyrBin
k k

Dies entspricht also gerade der Matrixmultiplikation.
< Observable @ in der {Q}-Darstellung
Diese wird dargestellt durch eine Diagonalmatrix:

Wir haben einen Operator X mit [X , Q] = 0 und fithren nun damit block-diagonale Matrizen ein. Dadurch,
daB @ eine Observable ist, gilt:

0 = (m[[X; QlIn) = (g0 — gm)(m|X|n)
Damit folgt dann:
(m|X|n) = 0 fiir alle (m,n) mit ¢, # g»

qn—1 dn qn+1

0

0

Darstellungswechsel (beispielsweise fiir zwei Basissysteme)

In) mit n = 1, 2, 3, ... sei Eigenvektor der Observable Q (siche oben) und |¢) mit ¢ € (—o0,+00)
Eigenvektor der Observable =.

(€lg) = o —¢)

jny = / €)de(€ln) = / €)dES(E,m)
€ =3 Inynle) = 3 T (n,€)
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¢

Die Koeffizienten S(&,n) bilden eine ,Matrix“ mit ,,Zeilenindex* £ und ,,Spaltenindex“ n. Das Fazit ist

nun:

7= 51, 55" =st5=1]

Daraus folgt, daf§ die Matrix unitér ist. Erinnern wir uns an folgende Eigenschaft des Skalarprodukts:

(€ln) = (n|&)”
Daraus ergibt sich 7' = ST.

> (€ nlg’) = 8(¢ - ¢)

n

Hieraus folgt SST = 1. Analog folgt:
[ tnle)a(elnt) = b

Daraus ergibt sich 77T = 1. Vorsicht ist hier geboten, denn S(&,n) ist keine Matrixdarstellung eines
Operators, da S(£,n) nicht quadratisch ist.

4.5 Quantentheorie

4.5.1 Zustidnde und Messungen

Zu jedem Zustand eines Quantensystems gehort ein bestimmter |¥) des Hilbertraums €. Jeder dynamischen
Variablen wird eine Observable des Raumes £ zugeordnet. Es gibt drei Grundpostulate:

1.) Wahrscheinlichkeitspostulat:

Wir haben eine physikalische Grofle A verkniipft mit der Funktion F. Dann nennen wir (F'(A)) =
(P|F(A)|T) den Erwartungswert.

2.) Messungspostulat:

a.) Die einzigen Werte, welche die Grofle A annehmen kann, sind die Eigenwerte der Observable A.

b.) Die Wahrscheinlichkeit Wp dafiir, dal das Meflergebnis zum Bereich D des Spektrums gehort, ist
gegeben durch:

WD = <PD> = <\I’D|\I’D>, wobel ‘\I/D> = PD|\I/>
Wp = (Pp) = (¥|PpPp|¥) = (Yp|¥p) = N(¥p)

3.) Das Postulat der ,,Reduktion des Wellenpakets*:

Ein System befinde sich im Zustand |¥). Eine Idealmessung ergebe das Resultat D. Durch das Eingreifen
in das Experiment ergibt sich ein neuer Zustandsvektor:

Pp|¥)
|(¥|Pp|¥)|?

0) —

Beispiel:
Wir nehmen an, daf§ D ein Eigenwert a; des diskreten Spektrums ist. Also gilt die Eigenwertgleichung:

Afn) = a1|n)

0) =3 il ®) = 3 caln) = 1w, mit (9]w) =1
n=1 n n
Die Wahrscheinlichkeit Wy, um fiir A den Wert a; zu finden, berechnet sich nun nach:
Wy = (0,|¥) = (T[1)(1|¥) = [Cy[?
Wenn ich nun a; gemessen habe, verdndert sich die Situation:

Messung ergibt a
) —————— 1)
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4.5.2 Bewegungsgleichungen (,,Reduktion des Wellenpaktes*)

Ein isoliertes System ist deterministisch. Zur Zeit to sei ein Vektor |¥(tg)) und zur Zeit ¢ ein Vektor |U(t)) =
Ul(t,to)|¥(tg)) gegeben. U(t, ty) nennt man Entwicklungsoperator. Wir postulieren:

* Integralgleichung:

t
Ult,to) =1 — %/H(t’)U(t’,to) dt'

to
H sei hermitesch.

% Differentialgleichung;:

ih%U(t, to) = H(OU(t, to)

Es gelte die Randbedingung U (tg,t0) = 1.

Daraus folgt dann das vierte Quantenpostulat (Postulat 4(5)), nédmlich die Schrédingergleichung:

. d
ih-= | W(2) = H ()W (1))

[iﬁ(iU(t,to)] [W(to)) = [H(H)U (L, )] [¥(to)) = H(®)[W(2))

Wir machen einen kleinen ,,Zeitsprung*:

W(t + de)) = [1 ~ LH() dt} ()

Daraus folgt dann:

Ut +dt,t')=1- %Hdt

Wir wollen zeigen, dafl der Operator unitér ist:

UUt = Uty = (1 - ;Hdt> (1 + ;Hdt> =14 0(d?)

Man kann nun das Zeitintervall von ¢y nach ¢ in infinitesimal kleine Stiickchen einteilen. Dann kann U (¢, ) als
Produkt geschrieben werden:

U(t,to) = [JU® +dt,¢)
Als Produkt der unitidren Operatoren U(t' + dt,t) ist auch U(t, ¢p) unitér.

4.5.3 Das Schriédinger-Bild
|¥(t)) sei gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, x zu finden ergibt sich dann aus:

(@ ()2
Wir wenden den Entwicklungsoperator an:
[W(t1)) = Ul(t, to)[¥(to))

O () = [(x|U (2, 20) [ W)
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4.5.4 Das Heisenberg-Bild

Wir erhalten das Heisenberg-Bild aus dem Schrédinger-Bild durch eine unitéire Transformation mit dem Ope-
rator UT(t,ty). Damit ergibt sich:

(W) = UT(t,10)|Ws(1)) = [¥s(to))
AH (t) = UT (ta tO)ASU(t7 tO)
Daraus folgt die ,neue Bewegungsgleichung®, also das 4.Quantenpostulat im Heisenberg-Bild (Postulat 4(H )):

h—— =[Ay,H h
h=g = WA Hul +ih=5,
Man nennt diese die Heisenberg-Gleichung. Wir setzen Ag(t) in diese Gleichung ein. Dazu werten wir zuerst

die Zeitableitung auf der linken Seite aus:

d DA DA
ih A = UtAsHsU + ihUTa—tSU —U'HAgU = U' [Ag, H| U + ihUTa—tsU
Mit Hy = UYHU folgt:

d A
ih—Ay =U' (AsUU'H — HUU'As) U + it 245 17 [Ap, Hy + ind Ay

dt ot ot
Jeder Ket-Vektor im Heisenberg-Bild beschreibt eine mogliche Bewegung des Systems.

Intermezzo:

Betrachten wir ein Quantensystem mit Observablen (qi,...,¢n,P1,-..,pn) und den Kommutatorbeziehungen
[Gms Gn] = [PmsDPn] = 05 [Gm,Pn] = ihdmn. Das klassische System habe die dynamische Variable Agjpss =
A(q1,.-.,qn) und erfiille die Bewegungsgleichung:

dt

0
={An, Hu}p + &Ak’l

Mit der Definition der Poisson-Klammern:

B 9A OH  9A OH
{A’H}P—§<wwww)

Man macht den Schritt von , Klassisch“ nach ,,Quantenmechanik® durch:

1 .~ 4
{A7 B}Poissonklammer — E[A’ B]Kommutator

4.5.5 FErwartungswerte

1.) Heisenberg-Bild:
(A) = (Yu|An|Va)

2.) Schrodinger-Bild:
(A4) = (Us[U (L, 1)U (t, t0) AsU (1, t0)U (1, 10) | Us) = (¥s|As|¥s)

Die Erwartungswerte im Schrodinger- und Heisenbergbild sind damit gleich.

4.5.6 Das Wechselwirkungsbild

Es sei folgender Hamilton-Operator gegeben:
H=H + HO mit H = At [H(O),H(l)] —0
HW sei klein. Wir betrachten die strenge Losung der Schrodingergleichung:

d
ihEU(O) = HOUO (¢, t0) mit Uty t) =1
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(W1 (t)) = U (t,t0)[Ws(t); Ar(t) = UOTAUO
Im Wechselwirkungsbild éndern die Kets sich langsam, da H(") klein ist:

,d 0, ., 0
i Ar(t) = [Ar, HO + ihs Ar

Es gilt allgemein:

Ot —q

A yotro _ g
dt

d d d d d
— Oty — O Ot L Ot —_70) — g o O Ot — _7OF 770
dt dt + d¢ dt dt

Dies wird im folgenden bendotigt:

d

s Lpor i poigo o Z _gor 4
at at at

U(O)} UOF _ _ Ot OO O _ o go
Durch Einsetzen in die Schrédinger-Gleichung unter Berticksichtigung der Produktregel folgt dann:

ih%U(O)T‘qu> - _U(O)TH(0)|\I;S> + Ut (H(O) + H(l)) |Wg) = [U(O)TH(UU(O)]U(O)”\I/S) - H§1)(t)|\I/I(t)>

m%mm = B @)W (1)

Das Wechselwirkungsbild ist sehr gut geeignet zur Beschreibung von Streuprozessen.

4.6 Nachtrag: Wellenmechanik

Wir wéhlen das Schrédinger-Bild und die Ortsdarstellung.

Die Basisvektoren sind orthonormiert:

(dlq") = 0(q" = q")
P, = / lg"Ydg'(¢'| =1

Jedes |¥) wird durch die ,Einspaltenmatrix“ mit ,Komponenten® (¢’|¥) dargestellt. (¢'|¥) = ¥(q¢') ist die
Wellenfunktion. Wir bilden das Skalarprodukt von |¥) mit |®):

@) = [ (@ld)dg(q1v) = [ g @' (@)vla)
Wir schreiben die Funktion V(§) wirkend auf |¥) auf:
(d'V(@)¥) =V(d)¥(d)
Hierbei handelt es sich um eine einfache Multiplikation. Ebenso gilt:
h 0 h 0
/Aq/:__‘l/ / T . IA//:__ 4l
(d'1plY) = o7 (q) ( ipp: {¢'IPla") = = a4~ 4 ))

Wir betrachten den Hamilton-Operator:

N [)2
H=—+V(q
2mJr (@)
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Durch Einsetzen in die obige Beziehung folgt:
- h? 02
"NH|U) = |——=—= +V(¢)| ¥(¢
(¢'|H|W) omagz V)| V()
Im Schrodinger-Bild gilt:

ih%|\1!s(t)> = Hs|Ws(t))

Daraus folgt schliefflich die Schrédingergleichung:

n? 02
" 2m g2

i (g, 1) =

5 +V(d)| ¥(d,t)

Ebenso gilt dies in der {p}-Darstellung:
(p'|¥) = (p')

Daraus folgt dann auch hier die Schrédingergleichung;:

)
h—®(p' 1) = Hb
tho (', t)




Kapitel 5

Drehimpuls

5.1 Hauptidee

Der Drehimpuls ist ein Vektoroperator, dessen drei Komponenten nicht kommutativ sind.

[=7x P

P=E2+0+1

In der Wellenmechanik stellt man L durch einen Differentialoperator dar: [ = —i7 x V (h = 1). Damit kann
man die Vertauschungsrelationen [I,,l,] = il, etc. ableiten. Mit diesen Beziehungen und Definitionen findet

man auBerdem [[,12] = 0. Angenommen, wir haben N Teilchen. Das n-te Teilchen habe den Drehimpuls /") =
™ x 5" Der Gesamtdrehimpuls ergibt sich durch Summation iiber alle Einzeldrehimpulse:

N
L=
n=1

Auflerdem gilt [ﬂm), ﬂ")} = 0 fiir n # m. Damit ergeben sich weitere Vertauschungsrelationen mit der Definition
des Gesamtdrehimpulses:

Loy Ly) = D[, 159 = Y18, 1M = > il (n) = iL.

m,n n n

Definition:

Der Vektoroperator J ist ein Drehimpuls, wenn [Jy, J;] = i€gimJJm, mit dem total antisymmetrischen Tensor
Ekim- Es ist auBlerdem sehr geschickt, folgenden Operator einzufiithren:

Jr =1, +iJ,

Dieser besitzt folgende Eigenschaften:

[J., J+] = £Jx und [J4, J_] = 2J,

Daraus folgt dann mit diesen Vertauschungsrelationen:
1) JJy=J%—J,(J.+1)
2) JyJ_=J%—J,(J, - 1)

5.2 Spektrum

J? und J, haben gemeinsame Eigenvektoren. Wir notieren uns zwei wichtige Sitze, auf deren Herleitung wir
aber verzichten wollen:

Satz 1:

113

Die Eigenwerte von J2 sind von der Form j(j + 1)h? fiir j = 0, 3 L5,
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Satz 2:

Sind |7, ,m) Eigenvektoren von J2 und J, mit Eigenwerten j(j + 1)h? und mh, so sind die Werte von
m gleich —j, —j+1, —7+2,...,j—2,j—1, 7.

Ableitung (kurz):

Angenommen, wir haben einen beliebigen Vektor |u). Dann betrachten wir:
(ul J2u) = N (Jolu)) + N (Jylu)) + N(J-|u)) > 0

Damit haben wir bewiesen, daf8 J? ein positiv semidefiniter Operator ist. So sind dessen Eigenwerte > 0. Wir
schreiben diese als j(j + 1) mit 7 > 0. Fiir einen beliebigen Vektor |7, m) folgt mit den Identitéten 1.) und 2.),
dal —j < m < j ist. Dies ergibt sich unter anderem daraus, daf3 die Norm nie kleiner als Null sein darf! Mit
den Leiteroperatoren Ly erhalten wir fiir einen Vektor |j, j):

2j=p+qeZtU{0}

113

Daraus resultiert dann schliellich j =0, 5, 1, 3, .. ..

5.3 Standarddarstellung

Die Vektoren J? zum Eigenwert j(j + 1) und .J, zum Eigenwert m = 47 bilden einen Untervektorraum F7 C &.
|7, 7, 7) bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in F7, es gilt also (7, j, |7/, j, j) = 0rrr.
Taj7 _.]>7 ija _.] + 1> s |Ta.j7j>
Es gelten folgende Eigenwertgleichungen:
L) J2|7,j,m) = j(j + 1|7, j,m)
2.) J.|1,j,m) =m]|T,j,m)
3.) Jilr,jom) = /j(j +1) —=m(m £ 1)|7,j,m+1)

Dadurch ist die Normierung festgelegt. Das konkrete System bestimmt,

1.) welche ganz- oder halbzahligen Werte tatséchlich zum Spektrum gehoren.

2') 7’7_“

5.4 Bahndrehimpuls

Wir betrachten ein Einteilchensystem mit den Polarwinkeln (v, ). Dazu schreiben wir den Differentialoperator
des Drehimpulsquadrats in Kugelkoordinaten auf:

1 0 0 1 02
P=—e—— ~ (gno—) - —
sin ¢ OV (bm 819) sin? 9 Op?
Der Drehimpulsoperator in z-Richtung lautet auflerdem:
~ 0
I, =—i—
i a0

Gesucht sind nun Lésungen folgender Eigenwertgleichungen:
L) BY"(0,¢) =11+ 1)Y;™
2) LY = my;"
Wir machen folgenden Ansatz durch Trennung der Variablen:
Y™ (9, ¢) = fi" () exp(imep)

Jede Wellenfunktion &ndert sich nicht unter ¢ +— @+ 2. Dies ist aber nur dann der Fall, wenn exp(im(p+27) =
exp(imgp) - exp (im27) = exp(img). Und das gilt nur fiir m € Z. Und damit ist nach Satz 2 j € ZT U {0}. Es
gibt keinen halbzahligen Bahndrehimpuls. Halbzahliger Eigendrehimpuls (Spin) ist jedoch erlaubt:

> Elektron: s, = %
* Quark: sq =

N[
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5.5 Drehungen im R?

Wir fithren drei Beschreibungen ein:

A.) Gegeben sei ein Einheitsvektor |¢ und ein Winkel . Dann wird eine Drehung beschrieben durch R4 ().
Im infinitesimalen Fall gilt:

=/

7 = Ry(e)¥ = ¥+ ¥ + O(£?)

B.) Wir haben orthonormierte Einheitsvektoren aq, dg, d3 N Ay, Ay, Ag
Aj = R[&j] = diRij mit Rij =a; - Aj eR

R;; ist eine orthogonale und unimodulare Matrix: R;; € SO(3). Fiir jeden Vektor ¢ = a;v; folgt:

7' = R[] = Ajuj = 4, Rijv;

C.) Man kann Drehungen auch durch die Eulersche Winkel «, 8 und « beschreiben: R(«, 3,7).

5.6 Drehoperator

Wir haben ein einzelnes Teilchen im Zustand a mit der Wellenfunktion ¥(Z) und nach der Drehung einen
Zustand o' mit der neuen Wellenfunktion ¥'(z).

% Zustand a: Wellenfunktion ¥(z), (z|a)
* Zustand o': Wellenfunktion ¥(z), (x|a’)

Allgemein ist jeder Drehung R eines physikalischen Systems ein unitédrer Operator R zugeordnet. Es muf} also
gelten RTR = RR' = 1. Die Zustéinde #ndern sich also wie folgt:

la) = Rla)

Fiir die Observable folgt Q' = RQR'. Bei skalaren Observablen S gilt fiir alle Drehungen R, daf S’ = RSRt =S
gilt. Dann findet man die Bedingung, da3 R und S kommutieren: [R, S| = 0. Ein Vektoroperator K besteht aus
drei Komponenten, welche selbst Operatoren sind. Fiir die einzelnen Komponenten gilt:

,~*‘ bedeutet ,transponiert”.
Wir machen eine infinitesimale Drehung um die Achse z-Achse. Wir lassen den unitéren Operator R, (z ist
keine Komponente, sondern nur eine Bezeichnung!) auf die Wellenfunktion wirken:

R.(e)[¥(z,,2)] = U(x +ye,—xe+ ¥y, 2)

Dann machen wir eine Taylor-Entwicklung:

U(r+ye,—xe+y,2) =V(x,y,2) + Eyg%\ll - Exagy\ll = (1 —iel,) ¥(x,y, 2)

Also haben wir die Darstellung des Operators R, erhalten:

Ist J der Gesamtdrehimpuls eines Systems, so gilt fiir eine bestimmte Drehung um die Achse @ mit dem
infinitesimal kleinen e:

-

RQ(S) =1-icJ 1

Fiir einen skalaren Operator S gilt folgende Kommutatorrelation fiir alle 4:

[a.J,5] =0
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J ist hierbei der Gesamtdrehimpuls. Fiir einen Vektoroperator K mit den Komponenten K, = K-a gilt fiir
alle @ und a:

[a-j,a-Kl=i(axa) K

Wir wollen diese Beziehung kurz ableiten:

K! = R,(e)K,Ru(e) = K, —ic[J, - K,]

K =K -d =K (a+¢txa)

Durch Vergleich dieser beiden Beziehungen erhalten wir:

[Ju, o) = 1K - (4 % @)

Alle Drehungen koénnen als Verkettungen von infinitesimal kleinen Drehungen angesehen werden:
Ra(p +de) = Ra(dp)Ra()

Jetzt nutzen wir unseren Operator im Hilbert-Raum:

Ri(p+de) = Ra(dp)Ra(p) = (1 —iJ,dy) Ru(y)

Daraus folgt dann durch Differentiation nach ¢:

d

%Ra(g@) = _iJuRﬁ((p) mit RQ(O) =1

Hierbei handelt es sich um eine Differentialgleichung fiir R;(p). Die Losung dieser Gleichung erhilt man mit
einem Exponentialansatz, womit gilt:

| Ral) = exp [—ip ]|

Diesen Ausdruck kann man dann als Taylor-Reihe verstehen.

Bemerkung:

Wir kénnten beispielsweise eine Drehung um 27 durchfiihren:
R;(27) = exp (—27idy,)

Betrachten wir die Darstellung mit diagonalem J,,, womit wir folgende Eigenwertgleichung erhalten:

| Ra(2m)1j, +3) = exp (2mij) lj, +) |

Die Eigenwerte sind +1, je nachdem, ob j ganz oder halbzahlig ist. Dies ergibt sich aus den Eigenschaften der
komplexen Exponentialfunktion.

5.7 Drehinvarianz

Die Invarianz einer Grofle bei Drehungen kann durch bestimmte Eigenschaften des Drehimpulses zum Ausdruck
gebracht werden. Da jede Drehung durch Hintereinanderausfithrung infinitesimaler Drehungen beschrieben wer-
den kann, betrachten wir auch nur infinitesimale Drehungen. |¥) ist drehinvariant, wenn fiir alle @ gilt, daf§
@J]¥) = 0 ist. Die Observable S ist auch drehinvariant, wenn fiir alle @ die Kommutatorrelation [@.J, S] = 0
gilt. Betrachten wir beispielsweise die Drehinvarianz des Hamilton-Operators. Fiir alle Drehungen R muf} der
unitdre Operator R mit H vertauschen:

Daraus resultiert dann, dafi die Bewegungsgleichungen drehinvariant sind. Das heifit: Wenn |¥(¢)) eine Lésung

der Schrédingergleichung ist, dann ist auch R|U(t)) eine Losung. Notieren wir uns hierzu die Schrédingerglei-
chung;:

<m% - H) RIU(t) = R (ih% - H) () = R-0=0



5.7. DREHINVARIANZ

Der Operator R kann nach vorne gezogen werden, da R mit H kommutiert und aulerdem zeitunabhéngig ist.
Da |¥) eine Losung ist, gilt dann dies.
Betrachten wir beispielsweise die Drehinvarianz des Hamilton-Operators:

[R,H] =0

Des weiteren vertauschen die Operatoren J2, J, und H paarweise. Das bedeutet, dafl diese Operatoren gemein-
same Eigenfunktionen |n, j, m) besitzen. Damit kann man ableiten, dafi die Eigenwerte E; (25 + 1)-fach entartet
sind; man spricht auch von Drehentartung. Nehmen wir an, es sei m = —j. Dann gilt:

HJ,|j,—j) =const.- H|j,—j + 1)

Da H und J; vertauschen, gilt auflerdem:

HJy|j,—j) = J+H|j;)

Damit kénnen wir die Energieeigenwerte aufschreiben:
Ej—jJilj, =) = const. - Ej _jlj, =i +1) = Ej —j1J¢|j, —J)

Daher gilt also E; _; = E_j j+1 usw. Fiir alle mist E; ,, = F; _; = E;.

5.7.1 Addition von Drehimpulsen

Wir schreiben den Gesamtdrehimpuls J als Summe der Einzeldrehimpulse fn, welche bekannt sein sollen:
T=3 Jn
n
Betrachten wir das einfachste Beispiel:
J =71+ o
Damit erhalten wir mittels des Tensorprodukts:
|7—7j17j27m17m2> = |T7j17m1> 29 ‘Tana m2> € S(ijlan)

Gesucht ist dann |7, ji, j2, J, M), wobei J der Eigenwert von J? und M der Eigenwert von J, ist. Das Additi-
onstheorem besagt nun:

1.) Die Eigenwerte J sind j1 + j2, j1 + 72— 1, j1 +j2 — 2, ..., |71 — J2|-
Alle Eigenwerte sind somit positiv und liegen zwischen j; + jo und dem Absolutwert der Differenz, also
1 — Jal-

2.) Zu jedem dieser Werte gehort eine Folge von (2J + 1) Eigenwerten |7, j1, j2, J, M).

Den Beweis schlage man in geeigneter Literatur nach. Machen wir dazu eine Kontrolle: Nehmen wir an, daf3
j1 > j2. Dann schreiben wir J auf:

J =i +ga] il Hde = 1], s i —da ] =1+ mmit n = —ja,..., +js
+J2 +7J2 +J2 +J2
N=Y RGh+n+1= 3 [@i+D+2= > @u+D)+ Y 2n=
n=-J2 n=-—7jz n=—ja n=—jo
+J2 +J2
= D @h+D)=2h+1)- > 1= +1)(22+1)
n=—j n=-—/jz

Damit ist der Satz fiir diesen Fall gezeigt. Betrachten wir nun folgende Basen:

{|Taj17j27 J7 M>} 5 {Tyj17j2>m17m2>}
Damit kann man einen bestimmten Vektor |7, j1, j2, J, M) schreiben als:
|T7.j1m27 J7 M> = Z |T7j17j27m17m2><j1aj27m17m2|‘]a M>

mi,ma

Man nennt nun ji, ja, mq und meo die CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten. Diese sind 7-unabhéngig und kénnen
reell gewahlt werden.
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5.7.2 Irreduzible Operatoren

Sei S ein skalarer Operator, dann gilt [.J; $] = 0. Dann gilt:

7, J, M|S|7', J', M) = 81503100 SCL)

Sii? nennt wir das reduzierte Matrixelement. Diese Beziechung kann mit den Auf- und Absteigeoperatoren J
und J; gezeigt werden. Man kann nun einen reduziblen Tensor-Operator k-ter Stufe 7*) mit 2k+41 Komponenten
T

1.) Tensoroperator O-ter Stufe: T(©) = §

. Machen wir dazu zwei Beispiele:

Hierbei handelt es sich gerade um einen skalaren Operator.

2.) Tensoroperator erster Stufe: T} = K

Dies ist ein Vektoroperator.

Das Analogon hierzu ist das Wigner-Ekart-Theorem. Das reduzierte Matrixelement ist unabh#ngig von m und

m'.

5.8 Der Spin
Das Schrodinger-Theorem der Atomphysik braucht zwei Modifikationen:
1.) Den Spin des Elektrons

2.) Die Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktion

Betrachten wir ein Atom mit Z , Elektronen® (ohne Spin) im Schwerpunktsystem:

z -2 2 2

D; Ze e
H: N _—
Zi:l <2m T >+Z|Fi—77j|2

i<j

Das Atom soll sich nun in einem konstanten Magnetfeld B befinden. Das Vektorpotential 148t sich dann schreiben
als:

L1
A - §B X 'F
Wir schreiben den Hamilton-Operator nun als:
eh = L
H=Hy—-—B -~ B?
7 2me h +O(B°)

Um zu zeigen, daf} dies gilt, machen wir folgende Transformation:
pi > pi — A,
c
o et 5 elp. 2
(7 - S4)" =9 - < (A5+pd) + O(8Y)

Nach einer ldngeren Rechnung folgt:

7= = A+ PA) + O(B%) = 7 =SB+ (Fx ) + O(B%) = | i = B L+ O(1?)

Wir fithren das Bohrsche Magneton 5 ein:

B eh
He = 2me

Es sei nun B | 2 und des weiteren haben wir ein vollstindiges Eigensystem von Hy, L? und L. bestehend aus
den Eigenvektoren |n, L, M). L ist hierbei ganzzahlig und M laufe von —L bis +L. Es liegen auflerdem die
Energie-Eigenwerte E™%M vor, fiir die gilt:

EmEM — gl BM

Wir erwarten damit ein Multiplett von 2L + 1 dquidistanten Niveaus. 2L + 1 ist nun eine ungerade Zahl. Man
findet aber experimentell leider etwas anderes:




5.9. NICHTRELATIVISTISCHE ELEKTRONENTHEORIE (P THEORY)

* Bei Atomen mit ungeradem Z sind die Multipletts geradzahlig. Hierbei handelt es sich um den ,,anomalen*
Zeeman-FEffekt.

% Der Abstand benachbarter Niveaus eines Multipletts betréigt guz B, wobei G der Landé-Faktor, wobei
dieser bei verschiedenen Multipletts variieren kann.

Die Losung des Problems ist nun folgende: Das Elektron besitzt einen Eigendrehimpuls von der Grofle %h (Spin
s = %), den das magnetische Moment p5 = gs5o-s zugeordnet ist. Aus die relativistischen Dirac-Theorie erhélt
man exakt gs = 2. In der relativistischen Quantenfeldtheorie (QED) findet man jedoch:

gs =24 Cra+ Cra® + ...

Es handelt sich hier um die sogenannte Lamb-Verschiebung (Lamb-Shift).

5.9 Nichtrelativistische Elektronentheorie (P theory)

Angenommen, wir haben einen Spinvektor S mit dem Eigenwert s(s + 1) = % von S2. Fiir die Eigenvektoren
von S2 und S, folgt:

1 +1 "

27 2/

bty

Wir kénnen S mit den Pauli-Matrizen darstellen:

T /01 (0 i (10
S—§amlta—(0w,ay,az)undaw—(1 0)’0'“_(1 0>,JZ_<O 1)

Dann kénnen wir die Eigenvektoren auch darstellen als Spinoren

Spinoren sind keine Zweiervektoren!

1 171 . 1 1 1/0 . 1
(o) =2 (o) men =35 (o) =3 () o=

Betrachten wir eine Drehung R4 (¢):

1/2)( ) — G (PN (PN _
Ry (cp)—exp{ g u] COS(2)12 sm(2)10 @ mit R(27) 1

Die letzte Beziehung ergibt sich durch Betrachtung der Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion. Betrachten
wir nun ein Teilchen mit Spin % Dieses habe die Bahnvariablen ry und pi und es gelte [rg, p;] = i0g;. Fiir die
Spinvariablen gilt:

. 3 ,
[k, Si] =0 = [px, Si], |S)* = 117 [Sk, S1] = i€kim Sm
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Der Zustandsraum ist das Tensorprodukt £ = £ ®E%P™ . Wir betrachten die Darstellung mit #* und diagonalem
S,:

(Fulv) = (rp) £ Wellenfunktion
Der Gesamtdrehimpuls fsetzt sich zusammen aus Bahndrehimpuls [ und Spin s
j: ﬂOrt) ® l(Spin) + l(Ort) ® gﬂ(Spin) _ f+ g
Wir schreiben nun die Wellenfunktion in Zweikomponentenform:
U = (’(/)+(’I“>> = <¢ (T,—f—%))
¢— (T) w (7", - 5)
Wir wollen das als Spinorfeld bezeichnen. Machen wir eine Drehung, so wird das Spinorfeld auch gedreht.
Erstens wird die Position des Feldes gedreht, zweitens &ndern sich die Komponenten.

R(w, 8,7) : Rip = RY/? (zfgg‘a;)

Zum Vergleich notieren wir uns die Drehung eines Skalarfeldes und eines Vektorfeldes:

R® = (R, 1)
ARG

RA=RW [ Ay(R;1)
A3(R;1)

5.10 Mehrteilchensysteme
Haben wir mehrere Teilchen, so gilt analog zu einem Teilchen:
J=L+S

Schauen wir uns den Hamilton-Operator im konstanten Magnetfeld an. Bei einem einzigen Teilchen war dies
eine 2 x 2-Matrix. Haben wir jedoch Z Teilchen, so handelt es sich um eine (27) x (22)-Matrix.

HH(O)MBB’.(E—;Qg)

+ O(B?)

S ist ein Operator, welcher auf 27 Spinvariablen wirkt. Nach kurzer Rechnung findet man den Zeeman-Effekt:
E=FEy— 9Landé * /’LBBM

Ey ist (2J + 1)-fach entartet und M geht von —J bis +J. Schreiben wir den Landé-Faktor nochmals explizit
auf:

J(J+1)+8(S+1)— L(L+1)
27(J +1)

9Landé = 1+

5.11 Stationire Storungen

Wir betrachten den Hamilton-Operator H mit einer Stérung W':
H=Hy+\W

Das Eigenwertproblem von Hj ist gelost:

Ho|E)a) = E}|E )

Nehmen wir einen bestimmten Eigenwert E?, welche nicht entartet sein soll. Dann verwenden wir im folgenden
die Schreibweise:

|E®) = 10) und E? = ¢



5.11. STATIONARE STORUNGEN

Die betreffenden Vektoren |0) und |t)) seien normiert, es gelte also (0]0) = 1 und (¢|¢p) = 1. AuBlerdem seien
die Vektoren orthogonal:

Oy =(0]2)=...=0

Dann konnen wir die Eigenwertgleichung des Hamilton-Operators schreiben als:
Hly) = EJg) mit. lm B(\) = e

Die Losung wollen wir in eine Potenzreihe entwickeln:
E=c¢o+Xer + N2ea+ ...

[9) = 0) + A1) + A%|2) + ...
Das Spektrum von H héngt von A stetig ab:

(Ho —€0)|0) =0

(HO —80)|1> + (W—81)|0> =0

Wir finden also eine unendliche Reihe von Gleichungen. Aus der zweiten Gleichung erhalten wir durch Multi-
plikation mit (0]:

(0[(Ho — €0)[1) + (O[(W —€1)|0) =0
Da Hy hermitesch ist, kénnen wir schreiben:
(0|(Ho — £0)[1) = (0| H' — £0[1) = (0lef, — eol1) = (0leo — £0[1) = 0

Der vorletzte Schritt mit € = ¢ ergibt sich aus der Tatsache, dafl ein hermitescher Operator reelle Eigenwerte
besitzt. Damit erhalten wir schlief3lich:

[ Xe1 = \0[W|0) |

Es resultiert nun:

|1) = Pio

PLOW|O> mit PLO =1- ‘O><0|

g0 — Hp
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Kapitel 6

Identische Teilchen

6.1 Das Problem

¥'(x)

W (x)

»>
T

Wir betrachten den Stofl zweier identischer Teilchen. Vor dem Stof befindet sich ein Teilchen im Zustand 3 (x)
und das andere im Zustand v (z). Diese Wellenfunktionen sollen sich vor dem Stof nicht iiberlappen.

vo(et,2®) = yi(at)yg (a?)

¥ ()
V' (z)
:c> OU»
Yo', 2?) = ¢ (2" )vp(a?)
v (x)
V(@)
ac> ac»

Andererseits definieren wir (,,S“ bedeutet symmetrisch und ,A“ antisymmetrisch):

U = = (Vo +Go) 08 = 75 (0~ )

Die allgemeinste Beschreibung des Systems am Anfang ist:
A S) .
0= avg” + B0 mit [a” = |8 = 1

Man bezeichnet dies als Austauschentartung. Zur Zeit ¢ schreiben wir die Wellenfunktion als:

Uzt 22 t) = ayp™@ + gy
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Was ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, eines der Teilchen in #’ zu finden und das andere in #”, lautet:

2 2
P(#,3") = [0, a") 2+ |W(a", 2 )2 = |2laf - [pD (@', ") + 2082 - [ o/, 2")

Damit dieser Ausdruck unabhiingig von o und 3 ist, muB | (2, 2")| = [1*5) (2', 2")| gelten. Im allgemeinen
ist dies jedoch nicht gegeben. Betrachten wir beispielsweise Wellenpakete ¢, welche iiberlappen:

Y =¢'(a!,1)¢" (2%, 1)
Nehmen wir an, dafl sich diese in einem Punkt 3 iiberlappen.

WS (y,y)| = % (& )" () + ¢" ()¢ (v) = V21 ()" (y)| # 0

1y (y, )| = 0 nach Definition

Es handelt sich also um einen Widerspruch!

6.1.1 Symmetriepostulat

Damit wollen wir nun das Symmetriepostulat einfiihren:

Entweder sind die Zustédnde alle symmetrisch (o« = 0, 8 = 1) oder sind alle antisymmetrisch (o = 1,

B=0).

6.2 Permutationen

Betrachten wir N Teilchen {a:(l) i, 5D =1, , N}. Diese Teilchen sollen gleichartig sein (aber nicht
identisch). Teilchen bezeichnet man als gleichartig, wenn fiir alle 7, j gilt, daB die Spins gleich sind: §2(*) = §2(7),
Dann fiithren wir folgendes Tensorprodukt ein. Der Zustandsraum besitze folgende Struktur (Spindimension:
25+ 1).

E=FVeFPg. . . gF™

Nehmen wir an, wir haben einen vollstindigen Satz von kommutierenden Observablen {¢} mit Basisvektoren
|gu) und den Eigenwerte ¢ (beispielsweise &, s.).

40,05, a8 =102}V © .. @ )™

Die Basisvektoren ergeben sich als Tensorprodukt der Einteilchenvektoren. Beschéftigen wir uns nun mit Permu-
tationen. Die einfachste Permutation ist die Transposition, also die Vertauschung zweier benachbarter Elemente:

123...N>

P(lQ)dashelﬁt:P<2 13 N

Der unitidre Permutationsoperator ist nun definiert als:

) (1) (N)>

Pyoy = |qa ,q( ,,,qw > |q(y g s

Das ist eine Art von Quasi-Rotation. Im allgemeinen gilt:

_(r 2 ... N (1) (N) (Im) (TTx)
P_(Hl H2 HN)’Pl|qa""’q“’ > |q "'aqw >
Betrachten wir eine Observable O(£M), ..., ¢(N)). Speziell fiir diese Observable gilt dann:

0(5(1)7 e g(N))pT — O(§(H1)7_”’§(HN))

Eine beliebige Permutation P ist zusammengesetzt aus Mp Transpositionen P = ()()...()() (Mp-fach). Wir
wollen auflerdem den Begriff der Paritét einfithren. Die Paritét ist folgendermaflen definiert:

()M =(=)"

Fiir einen symmetrischen Vektor |u) gilt fiir beliebiges P, dafl Plu) = |u) ist, und fiir einen antisymmetrischen

Vektor |[v) gilt Plv) = (=) |v). Symmetrische Vektoren #ndern sich somit unter Permutationen gar nicht und
bei antisymmetrischen nur die Phase.
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6.2.1 Projektionsoperator

Folgende Beziehungen kénnen als Ubung abgeleitet werden:

1 1
SEﬁZPpUHdAEﬁZ(*)pPp
p p

Lemma:

Sei P; ein spezieller Projektionsoperator. Dann gilt 1S = SP; = S und PLA = AP, = (—)P1A.

6.3 Identische Teilchen

N Teilchen sind identisch, wenn keine dynamische Eigenschaft des System sich &dndert unter beliebigen Per-
mutationen. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 haben wir einen Zustand [¢o) und zum Zeitpunkt ¢ haben wir U (¢, to)|v0)-
Lassen wir eine Permutation auf den Zustand wirken, so gilt zum Zeitnullpunkt Pltg) und zum Zeitpunkt ¢
finden wir U (t, to)P|1o). Man kann auch zuerst die zeitliche Entwicklung des Systems anwenden un danach die
Permutation, also PU(t,to)|v0). Es gilt U(t, to)Plo) = PU(t, to)|wo), weil es sich um ,identische* Teilchen
handelt. Damit kommutieren die beiden Operatoren, also [P, U] = 0.

Erinnern wir uns an folgende Differentialgleichung fiir U(¢,¢0):

d
ih—U(t,to) = HU(t, to)

Deren Losung ist:

t

Ult, to) = exp f%/dt’H(t’)

to

Damit finden wir, daf$} fiir identische Teilchen P und H vertauschen, also [P, H] = 0.
Betrachten wir nun eine Observable A des Systems.
Zustand [1)
Messung (ergibt Resultat a) Alyp) =alyp) AP|Y) = aP|y)

PA) = aPly)
Auch hieraus ergibt sich dann, dafi P und A vertauschen, dafl also [P, A] = 0 gilt.
Betrachten wir nochmals die symmetrischen und antisymmetrischen Vektoren:

1) Plu) = Ju)
2.) Plo) = (=)"]u)

Wir wollen zeigen, dafl die symmetrischen Vektoren senkrecht zu den antisymmetrischen sind. P ist unitér, es
gilt also P~! = Pt. Mit PP = 1 folgt P = P, womit P auch hermitesch ist. Aus Plu) = |u) und P|v) = —|v)
ergibt sich (ulv) = 0, womit die Vektoren senkrecht aufeinander stehen.

6.4 Kontinuum von identischen Teilchen

ny Teilchen befinden sich im Zustand |¢g1) und ng Teilchen im Zustand |gs) fiir n;+no+... = N. Wir behaupten,
|
daf} es im Raum & ' " Basisvektoren gibt. Betrachten wir:
niyng:. ..
|(I17~~7Q1»(I27~~7QQ»~->
—_—— ——

S n2

Es gibt ni!ns!. .. Permutation, welche den Vektor nicht &ndern. Im allgemeinen gibt es N! solche Permutationen.
Dadurch wird der Zustand durch die obige Zahl von Basisvektoren genau beschrieben. Als Beispiel betrachten
wir N = 3, also drei Teilchen, von denen sich zwei Teilchen im Zustand ¢;) und ein Teilchen im Zustand |go)
befindet, also n; = 2 und ny = 1 gilt. Dann gibt es drei Basisvektoren, welche das System beschreiben:

{|Q1791,Q2>; |Q1»(I27Q1>7 \Q2,q1,(J1>}

)
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6.4.1 Symmetriepostulat

Haben wir ein System mit N identischen Teilchen, dann sind deren Zusténde notwendig alle symmetrisch
(Bosonen) oder alle antisymmetrisch (Fermionen).

Experimentell /Theoretisch (siche Quantenfeldtheorie) hat man herausgefunden, dafl Elementarteilchen mit Spin

% sind Fermionen (antisymmetrische Wellenfunktionen) und Teilchen mit Spin 0, 1, 2 sind Bosonen (symmetri-

sche Wellenfunktion).

6.5 Bosonen und Bose-Einstein-Statistik

N Teilchen befinden sich im Zustandsraum &£ ](\? ) C € in der @-Darstellung. In jedem Unterraum &, n, ng,... mit

ny+ng+...=NC 5](5) suchen wir genau einen symmetrischen und normierten Vektor:
Nl o\®
f 'S‘q1,...,q1,q27‘..,q2,...>
ning!. .. —_—— ——
ni na

Die n; ersten Teilchen besetzen den Zustand |g1) usw. Damit haben wir unseren Hilbertraum eingeschrénkt.

6.5.1 Bosonengas

Es handelt sich um eine grofle Anzahl ohne Wechselwirkung in der Q-Darstellung:
H=hrW4+p2 4 450

BOLTZMANN besagt nun, dafl sich ein System in einem thermodynamischen Gleichgewicht ist, wenn sich dieses
in seinem wahrscheinlichsten ,, makroskopischen“ Zustand befindet. Es gibt sehr viele Mikrozusténde, welche
einen Makrozustand beschreiben. Die Wahrscheinlichkeit ist proportional zur Anzahl der Mikrozustéande, wel-
che natiirlich kompatibel mit dem Makrosystem sind. Ein Mikrozustand, bei welchem sich beispielsweise alle
Luftmolekiile im Hoérsaal auf einer Seite befinden, beschreibt das Makrosystem nicht.

Jede Verteilung {ni,ng,ns,...|n1 +ne2 +... = N} der N Bosonen auf die verschiedenen Einzelzusténde |g;),
|g2), ... definiert genau einen Mikrozustand.

w(BosefE'mstezn) _ E 1

Verteilungen
n1,Mm2n3

N!
(Boltzmann) __
e — 52 ()

Verteilung e

6.6 Fermionen und Fermi-Dirac-Statistik

Es seien N Teilchen im Unterraum EJ(VA) C &€ in der @Q-Darstellung gegeben.

Al q52,...) #0

Nehmen wir an, dafl es einen Besetzungsgrad Jj, gibt mit ng, > 2.

Ji’j|q11,q22,...>:|...,q,(€),...,q,(€])...>: (2])) |...,q,(€),...,q,(€])...>

Lemma:

Al+Pj)=A+(-)PT0A=A-A=0



6.6. FERMIONEN UND FERMI-DIRAC-STATISTIK

Dies fiihrt zum sogenannten Paulischen AusschlieBungsprinzip. Dieses besagt, dafl zwei Fermionen nicht denselben

Einzelteilchenzustand besetzen kénnen. Wir nehmen nun einen bestimmten Vektor |qa ,qg), . ,q&N)> und fithren

folgende Operation durch:

|Qa>(1; |as)®)

1 (a ©)
VNIA|gW, ¢, gy = — |lag)"  las)
lga” 45 € VNI . .

Fiir N =1 ist die Beziehung trivial. Fiir N = 2 gilt fiir die linke Seite der Gleichung:

|¢>=\/§'%-(Iq&”,q )~ 1P qi™))

Fiir die rechte Seite der Gleichung erhalten wir die Slater-Determinante:

|q >(1) |Qa>(2) _ 1 (1) (2) (1)
\/* lqs) (1) |115>(2) = % (‘qa aQ[j > [ >>

Damit haben wir die Gleichung fiir den Fall N = 2 gezeigt. Betrachten wir nun die verschiedenen Statistiken:

a.) Fermi-Dirac-Statistik:

NUES

Verteilung
nitna+..=N
n;€{0;1}

Dieses findet Anwendung bei:
%# Helium-Atom (Ortho- und Parahelium)

* Stof3 zweier identischer Teilchen

b.) Bose-Einstein-Statistik:

OIS

Verteilung
nitnz+...=N
n;€{0;1;..;N}
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Kapitel 7

Invarianz und Erhaltungsgréflen

7.1 Prolog

Satz 1:

Sind fur alle |u) die Matrixelemente der Operatoren A und B gleich, gilt also (u|Ajw) = (u|B|w), so ist
A=B.

Beweis von Satz 1:

|u) kann geschrieben werden als eine Summe Z An|n). Fiir beliebiges A, erhalten wir:
Z)\m (mlAln) = NXi(k|BID)

e,
Daraus ergibt sich (m|A|n) = (m|B|n) und damit (m|A — Bln) = 0, also A = B.

Satz 2 (Wigner, 1931):

Besteht zwischen Vektoren |u;) € £ ein Zusammenhang 7 mit |u}) € £ derart, dafi | ul|uj = | ug|u’;) |
ist, daf§ also alle Vektoren bis auf eine Phase gleich sind, gilt |u) = T|u;), wobei T ein (anti)linearer
unitdrer Operator ist.

7.2 Antilineare Operatoren

Angenommen, wir haben einen Vektor |v) = A|u) (und einen antilinearen Operator A), dann gelten folgende
Eigenschaften:

L) A1) + A2[2)) = ATA[L) + A3A[2)
2) (1] + 2 (21) A = (1A + i3 (214
3.) Skalarprodukt:

((xA) fu) = [(x] (Afu)]”

Fiir einen linearen Operator L selbst gilt:
((XIL) [u) = (x| (Lfu))
4.) Adjungierter Operator At:

(x| (ATu) = (ul (Alx))

Fiir einen linearen Operator gilt hier:

(XL u) = (ulL]x)*
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5.) ,Antiunitérer Operator: AAT = ATA =1
6.) Unitérer Operator: L'L = LLT =1

7.3 Gruppe

Eine Mange {a, b, c} bildet eine Gruppe G, wenn gilt:

1.) Fiir alle a, b ist a, b € G

2.) (ab)e = a(bc)

3.) Es existiert ein I fiir alle a, so dafl Ta = al = a gilt. Man nennt I neutrales Element.
4.) Es existiert ein a™! fiir alle a, so dal aa™! = a7ta = I ist. a=! ist das inverse Element.

7.4 Transformationsgruppen

Sei 7}, eine solche Transformation: |u) = Ti|u) mit Q' = TkQT,I, dann besagt Wigner, dafl T}, (anti)unitér ist.
Bilden die Transformationen {Ty|k = 1, 2, 3, ...} einen Gruppe G (7;;7; = 7,,,), dann bilden die Transformations-
Operatoren {T}} eine sogenannte projektive Repriisentation von dieser Transformationsgruppe. Dies bedeutet,
dafl T, T; = exp(inﬁl)Tm mit 7", € R gilt. Manchmal ist es méglich, die Phasen von Ty so zu wihlen, da n = 0
ist. Dann bilden die Operatoren T}, eine Gruppe G, die isomorph zur Gruppe G ist, also G = G.

Betrachten wir nun eine kontinuierliche Gruppe mit Elementen 7,, = 7 (a,,) mit a, € R™. Nehmen wir
beispielsweise n = 1 an: a1 = « € D C R. Im Ursprung gelte 7 (o = 0) = 1.

Zu jeder infinitesimaler Transformation gehort ein unitdrer Operator, welcher sich infinitesimal vom Einsope-
rator unterscheidet, daf also T'(da) = 1 — i©dcv. 1 ist hierbei ein unitérer und © ein hermitescher Operator.

¢ T, ¢ 156 = €4 66 = T(F)ET(Sa) = € — 16 [0, ¢]

Damit folgt fiir den Kommutator:

s

Man spricht im Zusammenhang von [O, ] auch von einem Generator.

Beispiel: Translationsuntergruppe eines Teilchens

Betrachten wir die Transformation 7, (a):
T T—a, Yy, 2z
p=p s—s

Es muf} also gelten:

Ty(a)aTy(a)! = — a
Tp(a)yTo(a) =y
Ty(a)2Tu(a)! = =
To(a)pTy(a) =p
T,(a)sTo(a)f = s

Betrachten wir also 7;(d«) mit dz = —da. Dann gilt:

oo
da

[@r;y] =0, [er;y] =0, [@I,Z] =0, [@:Mﬁ] =0, [@z,E] =0

[@m‘r] =

=i

0, = % mit [z, p,| = ik



7.5. ERHALTUNGSSATZE UND ZEITTRANSLATION

Ty(6a) =1 — %ﬁxda

Ty (a) = exp {lﬁza}
h
Fiir die Translationsuntergruppe finden wir:
T(@) = exp [—;Pa]
P ist der Gesamtimpuls des Systems.

Bemerkung:

Fiithren wir zwei solche Translationen hintereinander aus:

-, -, -

T(@)T(b) = T(B)T(@) = T(a@+b)

Wir finden, dafl diese Translationsgruppe G trqns im Hilbertraum ist isomorph zur Translationsgruppe Girans im
euklidischen Raum.

Beispiel: Gruppe der Punktspiegelungen

Es handelt sich um den Operatoren {1, Sy} mit S2 = 1. Dann miissen folgende Transformationen gelten:

PiPt = -7
PpPT = —p
P3Pt =3

Der Operator P hat die Eigenschaft, da P? = 1 ist. Die P-Eigenwerte sind unimodular, |n| = 1.

7.5 FErhaltungssitze und Zeittranslation
Wir betrachten die Gruppe der Translationen G > 7; — G 3 T;.
0 =T,0T! =0

Es liegt hier Invarianz einer Observablen O vor. Dies bedeutet fiir alle T; € G, da8 [T;,0] = 0 ist. Eine irre-
duzible Darstellung besitzt Basisvektoren |7, j, u), wo p zur Unterscheidung der Basisvektoren innerhalb einer
Darstellung gilt. j kennzeichnet, um welche Darstellung es sich handelt und 7 sind zusétzliche Quantenzahlen.
Man kann nun ableiten, da8 fir die Matrixelemente gilt: (7, 7, u|O|7’, ', 1) = 6510 Ong),. Damit sind alle Ma-
trixelemente gleich 0 bis auf die Diagonalelemente (vergleiche Wigner-Eckart-Theorem fiir skalare Operatoren).
Ebenso ist der Hamilton-Operator symmetrisch; es gilt also fiir alle T;, daf8 [T;, H] = 0.

Betrachten wir die Heisenberg-Gleichung fiir die Observable A mit % =0:

dA
ih— =[AH
in > = (A, H]

Jede Observable, die Funktion der Operatoren der Symmetriegruppe ist, ist eine Konstante der Bewegung.

Logik: Symmetrie = Erhaltungssatz

Wenn Symmetrien also vorausgesetzt sind, finden wir Erhaltungssétze. Diese sind sehr wichtig fiir das Versténd-
nis der Natur. Betrachten wir dazu folgende Beispiele:

1.) Drehinvarianz:

Hier vertauscht der Hamilton-Operator mit dem Generator J der Drehungen, also dem Drehimpuls. Es
gilt also [H, J| = 0 und damit ist J = const. im Heisenberg-Bild.

2a.) Translationsinvarianz:

In diesem Falle vertauscht H mit dem Generator ]3, womit der Gesamtimpuls erhalten ist: (;_11:3 =0.
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2b.) Zeittranslationsinvarianz:

Der Generator fiir Zeittranslationen ist gerade der Hamilton-Operator und der vertauscht mit sich selbst,
so daf} gilt [H, H] = 0. Daraus folgt Energieerhaltung.

3.) Spiegelungsinvarianz:

Hier kommutiert H mit P und daraus ergibt sich Paritdtserhaltung.
Ply)e = Pl)o

4.) Phaseninvarianz:

Wir nennen den entsprechenden Generator ¢ und dann gilt [H, Q] = 0, womit @ also konstant ist. Diese
Invarianz hat etwas mit Ladungserhaltung (Weyl) zu tun.

Spéiter werden wie die Punkte 2a.) und 2b.) in der speziellen Relativititstheorie zusammenfassen, wenn wir
Vierer-Vektoren (£, 5) einfiihren.
Auch der Schrédinger-Entwicklungsoperator U kann invariant sein. (Dieser besitzt némlich eine Integraldar-
stellung mit H und vertauscht deswegen auch mit H.) Fiir alle T; mufl daher [T;,U(t,t0)] = 0 gelten. Die
Bewegungsgleichungen sind dann invariant, es sind also folgende Erwartungswerte fiir alle T}, gleich:

i 2 2
O TIU (L t0)Te )| = 1)

—_———
U’(t,to)

Damit gilt nach Satz 1:
TgU(t, to)Tx = exp(iag)U(t, to)

Meistens ist «x = 0 und damit vertauschen die Ty und H: [Ty, H] = 0.

7.6 Zeitumkehr

a.) Klassisch:

Betrachten wir als erstes das Problem klassisch. Wir schauen uns ein Teilchen in einem statischen Potential
an. Dann gilt fiir die Hamilton-Funktion:

~2
H(p.7) = 5+ V(F) = H(=p.7)

—

Fiir jede Losung 7(t) kann ich eine andere Losung 7ymk (t) = 7(

t) und Pumk = —Dumk finden.

Man durchlduft die Bahn also mit entgegengesetzter Geschwindigkeit. Mathematisch kann man zwar ¢
durch —t ersetzen, aber physikalisch lauft die Zeit immer weiter. Hier ist jedoch Vorsicht geboten. Fiir ein
klassisches System mit Magnetfeld gilt:

HE.P) = 5 (5~ SA) 4+ V) # H(-57)

WRIVK /& ® QK

XWXR QK ¥ Q&
SISy © &

VIR ¥/ &



7.7. ZEITUMKEHROPERATOR

b.) Quantenmechanisch:

Kommen wir nun zur Quantenmechanik. Hier gilt die Schrodingergleichung:
i) = |- A v v
ot | 2m ’

Ersetzt man nun ¢ durch —¢, so erhalten wir auf den linken Seite aufgrund der zeitlichen Ableitung ein
Minuszeichen. Wir fithren also eine ,,Zeitumkehr* und eine komplexe Konjugation durch:

2

0 h

(R —_ ——A — * [ =
lhatw (7, —t) [ o + V(r)} P*(7t)
Wir definieren also:

wumk (F7 t) = w* (F7 _t)

Sei 1) eine Losung, so ist ¥m,i auch eine Losung der Schrodingergleichung. Da dies fiir ein Problem mit
einem Magnetfeld klassisch schon nicht geklappt hat, wird dies auch quantenmechanisch fehlschlagen.

7.7 Zeitumkehroperator

Betrachten wir zuerst ein Teilchen ohne Spin. Wir wollen den betreffenden Operator als K bezeichnen mit
den Eigenschaften K7KT = 7 und KpK! = —p. Beispielsweise vertauschen x und p, nicht: [z,p,] = ih.
Durch Anwendung des Operators K folgt K|[x,p,]K' = KihK'. Andererseits mul gelten K[z, —p,]KT =
—K[z,p]KT = —KihKT. K muf somit ih in —ifh {iberfithren. K muf damit ,antiunitir* sein:

KihK'T = (i) KKT = —ih

KFx K = —(Fxp)= KJK = -J

K dndert sowohl den Impulsoperator als auch Drehimpulsoperatoren. In der Wellenmechanik bezeichnen wir
den Komplexkonjugations-Operator mit Kp; es gilt also durch Anwendung von Ky auf einen Zustand ¢(7):
Ky¢(7) = ¢*(F) und auBerdem [Ky, H] = 0.

Kolﬁ S |v(0) = Kol [9(1)

Aufgrund der Vertauschungsrelation von Ky mit H ergibt sich:

—1h KOW)( )) = HE,|4(1))

Schreiben wir nun t = —¢':
0
ih Ko li(—1)) = HEolu(~1)

Lassen wir nun einfach den Strich weg:

8

i Kol (—)) = HEoho(~1) = | i)

[Kol(=1))] = H [Ko[¢(=1))]

Wir haben damit eine neue Losung der Gleichung gefunden, némlich [¢())ymr = Kolt(—t)). Betrachten wir
nun ein Teilchen mit Spin: Hier gilt dann KJ = —JK und auflerdem lieht Antiunitaritit vor. Schauen wir, was
mit dem Drehoperator R nach einer Zeitumkehr passiert:

K exp [—%ja@] KT = exp {+%KJ&KT<,D} = exp [—%Jﬁw}

Damit gilt also KR = RK und somit [K, R] = 0; die Operatoren R und K vertauschen also. Angenommen, wir
haben nun ein Teilchen mit dem Spin s in der {7, S, }-Darstellung:

KoPK} =7, KopK} = —
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AuBlerdem gilt:

S, Sy
Ko{ S, pKj=4 -8,
S, S,

Fir S = % gilt:

= 1, 1f7/0 1 0 i 1 0
—277 21\ o)\ 0)7 0 1
Da die zweite Paulimatrix imaginér ist, entsteht das Minuszeichen! Dies gilt auch in der Standarddarstellung:
1 1
Iy = 3 (Jy+J-) und J, = % (Jp—J2)

Wir wollen aber, daf} dies fiir alle Operatoren s,, s, und s, gilt. Machen wir deshalb den Ansatz K = RKj,
wobei R unitir und K antiunitéir ist. R mufl folgende Eigenschaften haben:

F F Sx —Sx
R{q}R{ _,}undR S, $RT=¢{ S,
p p S, _S,

Diese Eigenschaften sind gerade dann erfiillt, wenn R eine Drehung im die y-Achse beschreibt:

R= R?(;Spin) (7) = exp —iﬂ'ﬁ]

Fiir N Teilchen mit Gesamtspin S gilt:

K =exp {iw%} Ky

Wir schreiben nun N = Npap + Nggn.. Wenden wir den Zeitumkehroperator K zweimal an, so folgt K 2 =
(_1)Nh,alb'

K? = exp [_ 17rhsy] Ko exp [_%} Ko — exp [_ 27T15y:| K2 = exp {_ 27r15'y] 1

h h
Fiir solche Drehungen um 27 gilt (wie wir zuvor gesehen haben):
27iS,
exp {_ : }
Eine Folgerung daraus ist die sogenannte KRAMERS-Entartung. Sei der nun Hamiltonoperator ,reell“; also gilt

KHKT = H (1). Nehmen wir an, da wir einen Eigenvektor |u) haben mit H|u) = E|u) (2). Des weiteren ist H
hermitesch, womit F reell ist (3). Dann ist die Behauptung, dafi auch K|u) Eigenvektor von H ist. Wir wollen
dies beweisen. Dazu wenden wir H auf K|u) an:

— (1)Ng(mg (_I)Nhalb

H(K|u) = KHw) £ KHu) 2 KE) £ E (K|u))

7.7.1 Kramers-Entartung

Haben wir eine ungerade Anzahl von 1/2-Spins, dann gibt es eine orthonormierte Basis mit Paaren von
komplex konjugierten Vektoren. Dann liegt eine 2n-fache Entartung vor (KRAMERS-Entartung, 1930).

Beweis:

Betrachten wir zuerst den Fall K? = 1. Dann ist die Behauptung, da |u) und K|u) proportional sind. Wir
wenden K auf |u) an:

K|u) = exp (i) K|u) = Ku) = exp(—ia) K?|u) = exp(—ia)|uw)

Daraus ergibt sich dann exp(ia) K|u) = |u). Fiir K? = —1 behaupten wir, da |u) und K|u) unabhingig sind.
Dies zeigen wir analog:

Klu) = exp(ia) K |u) = K|u) = exp(—ia)(—1)|u) = |u) = —exp(ia) K |u)

Dies ist nur erfiillt fiir |u) = 0, womit also |u) = exp(i) K|u) falsch sein muf}!



Kapitel 8

Relativistische Quantenmechanik

% Schrodingergleichung
Diese ist galilei-invariant.
F=r—-tt=t
Sie ist aber nicht lorentz-invariant.

* Bei der nichtrelativistischen Theorie ist die Teilchenzahl erhalten. Die relativistische Theorie fiihrt zur
Erzeugung und Vernichtung von Teilchen. (siehe relativistische Quantenfeldtheorie)

% Wir haben ein relativistisches Teilchen mit dem Spin 0 oder %

a.) KLEIN-GORDON-Gleichung
b.) DIRAC-Gleichung

8.1 Definition

Wir wéhlen die Einheiten 2 = 1 und ¢ = 1. Die elektrischen Ladungen sind dann dimensionslose Grofen:
2 1

2
e
e l=—
( 710)
Damit ist die Feinstrukturkonstante o = ce” & 13=. Pauli hat diese Konstante nie verstanden; er ist schliellich

in einem Krankenhaus auf Zimmer 137 gestorben.

1
@~ 137.035989

Dies gilt fiir einen Impulsiibertrag von p? = mc?. Wir benutzen auflerdem die GauBschen Einheiten (cgs-
System) (siehe Jackson). Die Koordinaten eines Raum-Zeit-Punktes werden wir schreiben als (z°,z!, 22, 23),
also 2+ = (20,2™) = (20,21, 22, 23) = (ct, 22, 2, 23). Betrachten wir nun den Minkowski-Tensor. Dabei handelt

es sich um einen pseudo-euklidischen Tensor:

1 0 0 0
(o -1 0 o0
=10 0 -1 0

Wir unterscheiden auflerdem zwischen:

* Kovariante Vektoren V),

Ein Beispiel hierfiir ist gfu.

#* Kovarianter Vektor: K*
Ein Beispiel ist dz*.
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Mittels des Minkowski-Tensors konnen kontravariante und kovariante Vektoren ineinander umgewandelt werden:
A, =AY

Wenn ein Index oben und unten gleich ist, wird iiber diese Indizes nach der Einsteinschen Summenkonvention
summiert. Es gilt also:

3
A= A

v=0
Mit diesen Vektoren 148t sich nun ein Skalarprodukt zweier Vierervektoren A* und B* bilden:

A-B=A,B"= A"y, B" = A,B" = A"B° — A'B' — A*°B* - A*B?

Klassifizierung:

AF ist raumartig, wenn A, A* < 0 und ist zeitartig, wenn B,B" > 0. C* ist der Nullvektor, wenn C\,C* =0
ist.

8.1.1 Differentialoperator

* Gradientenoperator:

h_ D (0 9 0 2N (0 o
B 9ar — \ 920" 8zl 9227 923 ) \ cot’

* d’Alembert-Operator:

10> =,
H=0u0"=G5m —V

8.1.2 Elektromagnetisches Feld
Das elektromagnetische Potential wird mit einem Vierer-Vektor A*: A* (2, ¥) bezeichnet.
A2, 7) = (p(a°7), A2*7))
Es handelt sich um ein Vierer-Vektor-Feld. Damit kénnen wir den elektromagnetischen Feld-Tensor definieren:
Fu(x) = 0,A,(x) — 0,A,(x)
0 E, E, E,
-E, 0 —-B, +B,

~E, B. 0 -B,
~E. -B, B, 0

=

Aus der Elektrodynamik kennen wir auflerdem folgenden Beziehungen:
T I L,

E:Vgo—&AundB:VxA

Der Differentialoperator muf} eich-kovariant sein:

D,=D,+ieA,



8.2. LORENTZ-GRUPPE

Eichinvarianz bedeutet fiir beliebige Funktion g(z) € R:

¥'(z) = exp(ieg(x))¥(z)

Dies klappt nur, wenn Aj (x) einen Verschiebungsterm enthilt: A (z) = A,(z) — dug(z) ist. Wenn sich das
Potential mit einer Ableitung dndert, gilt F’ plw =F,.

D, (z) = exp(ieg(x)) Db

F), = F,, ist also eichinvariant und D} ' (x) = exp(i(z)) D, ist eichkovariant.

8.2 Lorentz-Gruppe

Wir fithren eine Wechsel des Bezugssystems durch eine Lorentz-Transformation (reell z, linear):
't =QF 2 + at
ds® =, dotdz” = 1, dz’ da’™
Die Poincaré-Gruppe haben die Parameter {Q¥, a*}. Es ist einfach zu Hause abzuleiten, daf} folgendes gilt:
L) Q5 =Qu
2.) 9,0 =5 (Kronecker-Symbol)
3.) det(Q¥) = +1
Fiir a* = 0 und QY > 0 ist dies eine orthochrone Lorentz-Gruppe. Wir schreiben eine Matrix fiir die infinitesimale
Lorentz-Transformation:
Q/,Ll/ = Nuv + Wy
wyy st hierbei infinitesimal. Es gilt w,, = w}, = —w,,. Dies ist also reell und antisymmetrisch. Es gibt
damit sechs infinitesimale Transformationen, namlich Drehungen in xz2z2-Ebene, z2z3-Ebene und z3z'-Ebene.

Auflerdem haben wir die Boosts in den z%z!-, 2°22-, 20z3-Ebenen. Ein Boost ist eine Pseudo-Drehung. Des
weiteren gibt es zwei diskrete Transformationen.

0 m

# Raumliche Spiegelung S: 20 — 20, 2™ — —m™

O7 ™ — ™

%, Zeitliche Spieglgung® T': 29 s x

Diese sind nicht Teil der orthochronen Transformationen.

8.3 Kilassische relativistische Dynamik

Wir betrachten ein Teilchen mit der Ruhemasse m, der Ladung e in einem elektromagnetischen Potential

AF = (o, A’) Mit der Geschwindigkeit ¢ = g—f kann man einen Vierer-Vektor der mechanischen Bewegungsgrofie

definieren. (Hierbei handelt es sich nicht um den Impuls).

_m__
V1—0?
-1 = M? — M?|5)? = m?

Fiihren wir auflerdem die Eigenzeit 7 eines Teilchens ein:

dr = /dardz, = V1 —0v2dt

Damit konnen wir die Vierergeschwindigkeit schreiben als:
de¢ _dt .

ut = Fr (dT,Udt) mit u,ut =1

u,, ist damit ein zeitartiger Vierervektor, da seine Norm positiv ist. Damit gilt nun II* = mu*. Somit ist p*
ebenfalls ein Vierervektor und man kann sehr einfach die Bewegungsgleichungen aufschreiben:

II* = (M, M%) mit M =

% = eF*uy,
% = eFWu,,% =e [Em + (ﬁ'x g)m}

Wir haben also hier sowohl Lorentz- als auch CouLoMmBkraft.
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8.4 Klassische relativistische Mechanik

-,

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m und Ladung e im elektromagnetischen Potential A* = (¢, A). Wir
setzen der Einfachheit halber i = ¢ = 1. Die Teilchenbahn werde durch #(t) beschrieben. Aulerdem fiihren wir
den Vierervektor (z#) = (¢, Z(t)). Dann ergibt sich fiir dei Eigenzeit (Bogenlinge):

t
T:/,/x'p(t')ﬁ(t’)dt’
0
dr —
T = Vi

Dann ergibt sich durch Ableiten nach ¢:
d

i = ot = (1L,5(1))

dr =1 —-92dt

Dann ergibt sich die Vierer-Geschwindigkeit durch Ableiten von z# nach der Zeit t:

. der@) 1 dav
S odr V12 dt

1 .

(ut) = W(l’”)

Der , kinematische Impuls“ bezeichnet man auch als ,, Vierervektor der Bewegungsgrofie®:
m
I* := mut = (M, M%) mit der relativistischen Masse M =

1—4?

8.5 Bewegungsgleichung im elektromagnetischen Feld

dI~
dr

Der rdumliche Anteil ist:

di*  dm*d dIr® —

o T 1S = eFMu, /1 — 02 = eFF0 . 1 4 eFF (—v!) = eEF + eck™B™y! = (& x B)*
dt dr dt dr

Dies gilt mit F* = gklmpm,

v
= eF*u,

dri - _
Eze(E—l—ﬁxB)

Den Energie-Impulsvektor (kanonischer Impuls) kénnen wir nun schreiben als:
pt =11 4+ eA*

Die Energie ist dann gegeben durch E = p® = I1° +eA° = M + ey und der kanonische Impuls lautet 7 = H+ed.
Wir berechnen nun II,IT# (II,, = mu,,):

1
2 2
ILII* = m*u,u” =m -

(1 —172) =m?

Man spricht auch davon, dafl IT* ,auf der Massenschale liegt*.

\/




8.6. KLEIN-GORDON-GLEICHUNG

Mit IT* = p* — eA* ergibt sich:
(P — eAy) (P — eA?) =m®

(E —ep)® — (ﬁ— 6121’)2 =m?

Daraus ergibt sich dann:

N
E= m2+(;5’—eA> +ep

Die Hamiltonfunktion lautet:

N2
H=cp+ m2+(ﬁ—eA>

8.6 Klein-Gordon-Gleichung

Hierbei handelt es sich um die relativistische Wellengleichung fiir ein Teilchen ohne Spin mit Masse m und
Ladung e im elektromagnetischen Potential A. Die Schrodingergleichung ,,folgt“ aus der nichtrelativistischen
Energie-Impuls-Beziehung:

-2 o .
E= % + V' mit der Korrespondenzregel E — i& und p'— —iV
m

0 [ V2

Relativistisch miissen wir die Transformation durchfithren:

(E,p) — i0* = (i%, —ﬁ)

Die Wurzel ist leider problematisch. Wir verwenden deshalb die quadrierte Gleichung:

N2

(E —ep)? =m? + (]3’— eA)

Daraus ergibt sich dann die KLEIN-GORDON-Gleichung;:

‘ (i% - e<p>2 o(x) = [(—ﬁ - e/Y)Z + mﬂ é(x)

o(x) = ¢(t, T) ist im allgemeinen komplex.

(10, — eA,) (10" — eAH) — mZ] d(x) =0

Mit der (eich-)kovarianten Ableitung D, := D, + ieA, kénnen wir die KLEIN-GORDON-Gleichung auerdem
schreiben als:

[D.D"+m?| ¢ =0

Falls A, = 0 ist, gilt:

(O+m?) ¢(z) =0
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8.7 Kontinuititsgleichung

oP =-

5 +Vji=0

P beschreibt hierbei die Aufenthaltswahrscheinlichkeit und j die Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Eine solche
Gleichung gilt beispielsweise auch fiir die Schrodingergleichung. Da schone daran ist, dafl wir diese in kovarianter
Form schreiben kénnen:

8,0 = 0 mit j* = (P, j’)

Wir betrachten un den Fall A, = 0:

= 5 [67(0%6) — (067)g]

Als Ubung kann gezeigt werden, daf d,j" = 0 gilt. Bei der Schrodingergleichung gilt P = |1|? und aufierdem:

=z 1 * = x
J =5 [0V -]
i [,00 99
P—%[a‘m4

Zwei Uberraschungen:

1.) P ist nicht positiv definit, kann also nicht als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden.

2.) Betrachte ebene Wellen:
o(x) = exp (—iEt + ik - f)
Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die Wellengleichung erhalten wir:
(O+m?) ¢ = (—E2+E2+m2)¢:0
Daraus ergibt sich dann E? = k2 + m? und somit:

E:i\/E2+m2

Es gibt somit Losungen mit negativer Energie. Dies gibt es jedoch auch beim Wasserstoffatom. Das
Problem ist jedoch, dafl die Energie nicht nach unten beschrinkt ist.

Erklirung:

1.) Anderung der Interpretation von j#: P ist keine Wahrscheinlichkeitsdichte. ej* wird infolgedessen als
elektrische Stromdichte interpretiert. eP ist hierbei die elektrische Ladungsdichte (nach Pauli, Weilkopf
(1934)).

2.) Da sowohl positive als auch negative Ladung vorkommt, beschrinkt sich die Theorie nicht nur auf
ein einziges Teilchen. Die Teilchenzahl ist nicht erhalten und wir interpretieren die unerwiinschte Losung
mit E < 0 als Antimaterie. Das Antiteilchen besitzt die entgegengesetzte Ladung.

Quantenfeldtheorie:

Wir machen einen Ubergang vom Feld ¢(x) zum Operator ngS(x) im Fockraum: Wir zerlegen in ebene Wellen,
wobei sich das Teilchen in einem Kasten mit diskreten k-Werten befinden soll:

) 1 \*[ - . . . . [z
o(x) = Z <2ng> [a(k) exp (—ik,a™) 4 b' (k) exp (+ik,z*)| mit k0 = wi = \/m? + k2
k




8.8. DIRAC-GLEICHUNG (1928)

V ist hierbei das Volumen eine Wiirfels mit periodischen Randbedingungen.
la(k), a ()] = 65 f,

[b(k), b ()] = 0% &

[a,a] = [a,b] = [a",b] =...=0

[6(Z,1),a (7, 1)) = ihd (& — 7))
a' geniigt Teilchen und b geniigt Antiteilchen. Da Vakuum wird beschrieben durch |0).

a' (k)[0))|Tk)
bl (k2)a' (k1)al (s)|0) = |A - o, T - 1, T - Es)
= Zuw( (F)a( +bT(k)b(k))

Der Ladungsoperator ist dann definiert durch:

—GZ( (B)a(k) b(E)b(E))

8.8 Dirac-Gleichung (1928)

Die nichtrelativistische Pauli-Theorie des Elektrons (s = %) wird mit 2 Komponenten behandelt. Die relativi-
stische Theorie benotigt den N-Komponenten-Spinor:

Y1 (x)
Pa(z)
wN(x)

U(Z,s) mit U(z,1) = ¢1(2), U(2,2) = vo(x)
Betrachten wir nun den Produktraum £ = £(© ®@&(). Betrachten wir den Vektor |¥(t)) und eine Welle 1, (z,t) =
(x, s|T(t)). Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist dann gegeben durch:

N
= ZW’&‘Q
s=1

Wir suchen nun eine Wellengleichung erster Ordnung;:

.0

i 8tqj = HpV

Hp muB hierbei ein hermitescher Operator sein, weil diese nur dann die gleiche Struktur wie die Schroédinger-
gleichung besitzt. Bei der Schrodingergleichung war 1 eine komplexe Funktion; hier ist ¥ ein N-komponentiger
Spinor. Das Relativitdtsprinzip fordert eine gewisse Symmetrie zwischen Raum und Zeit. Da auf der linken
Seite eine erste Ableitung nach ¢ steht, mufl in Hp deshalb auch eine erste Ableitung nach x erhalten sein. Wir
machen deshalb den Ansatz:

Hp =a-p+ fm mit =iV

Oz, Oy, o und 3 sind aulerdem hermitesche Operatoren in £ (), Ublicherweise kénnen wir i-2 8t = F schreiben,
womit also gilt:

ME -G 7—Bm] Ut =0 (1)

1 ist eine Matrix im Spin-Raum, & besteht aus drei Matrizen und Gm ist auch eine Matrix. Schreiben wir
auflerdem folgende Gleichung auf:

L[E>—pP-m?]¥ =0 (2

Die Idee ist, dal aus Gleichung (1) Gleichung (2) folgt, wenn o' = 3, a*a” + a’a* = 0V u # 0 und
a’a’ =« ozl = a?a? = aa® =1 gilt. Damit ist Gleichung (1) die wohlbekannte DIRAC-Gleichung. In dieser

DirAc-Gleichung befindet sich N-fach die KLEIN-GORDON-Gleichung.
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Beweis:

Multiplizieren wir dazu Gleichung (1) von links mit dem Operator E + & - p+ Gm. Daraus ergibt sich dann:

B2 _ Z (O[k)Q (pk)Q — B2m? — Z (akal +alak)pkpl _ Z (ak6+6ak) mp® | W =0

k k<l k

Gilt a*fal 4+ ala* =0, oFB + Ba* = 0 und (o*)? =1, 5% = 1, so ergibt sich die DIRAC-Gleichung. Hierbei wird
vorausgesetzt, daB es @ und 3 gibt, welche diese Eigenschaften erfiillen. Dies ist der Fall fiir £(*) > 4. Der iibliche
DirAcC-Spinor besitzt N = 4, was jedoch Zufall ist. Im elektromagnetischen Feld fithren die Transformationen
EFE—FE—epund p— p— eA durch, wobei e die Elementarladung ist.

Diese Form der DIrRAC-Gleichung sieht nun aber gar nicht relativistisch aus. Deshalb wollen wir diese in kova-
rianter Form schreiben. Dazu multiplizieren wir von links mit 3:

7= 0090970, 10 = 6,97 = Ba”

Damit erhalten wir:

0= [iy" Dy — 1m] ¥ mit D,, = 9, +ieA, |

Von FEYNMAN stammt dann folgende Schreibweise:

‘O:[iD—m]wmitDE'y“Du‘

Die v* geniigen einer sogenannten CLIFFORD-Algebra:

\7“7” +97" =2 \

BBa™ + pa™B=a" —a"p=a" —a" =0
Schreiben wir uns die sogenannten Hermitizitdtsbedindungen auf:
() =" (™) =™

Wir wollen dies iiberpriifen. Bekanntlich ist # hermitesch; es gilt also 87 = 3. Des weiteren gilt mit den
Antikommutatorbeziehungen zwischen o und 3:

(Y™ = (Ba™) = (™) 18T = B = —fa™ = —™
(/YM)T — ’YO’Y“’YO

Auerdem gilt d, = 7,,0". Die y-Matrizen haben nun die Dimension N = 2[%], wobei D die Raumzeit-
Dimension ist und [z] = Entier(z) die Gaufische Klammer (Treppenfunktion, ,,Jeder Zahl wird die grofite ganze
Zahl zugeordnet, welcher kleiner oder gleich der Zahl ist.“). Betrachten wir folgende Beispiele: Fiir D =1+ 1
gilt N =2, fiir D =2+ 1 erhalten wir N = 2, fiir D = 3+ 1 entsprechend N = 4 und schliellich ergibt sich fiir
D =9+1, dafl N = 32 ist. Schauen wir uns fiir D = 4 die DIRAC-Darstellung an:

o (1 0 m [0 o™
’y_<0 71 7’7 - 7O,m 0

o™ sind hierbei die Pauli-Matrizen:

(01 5 (0 =i\ 4 (1 0
e U R G R (I

Zu Hause kann als Ubung iiberpriift werden, ob diese 7 tatséchlich die CLIFFORD-Algebra erfiillen. In dieser
Darstellung wird die Energie diagonal sein, da diese mit 3 = v° verkniipft ist. Eine andere Darstellung ist die
sogenannte MAJORANA-Darstellung:

0 _ 0 0'2 1 _ 10'3 0 2 0 —0'2 3 _ —ial 0
V= 0_2 0 y V= 0 iO’3 y V= 0_2 0 y V= 0 _ia_l

Auch diese Darstellung geniigt der CLIFFORD-Algebra. In dieser Darstellung ist die DIRAC-Gleichung reell; man
kann daher die Losungen (Spinoren) reell wihlen.




8.9. LORENTZINVARIANZ DER DIRAC-GLEICHUNG

Greifen wir nun im folgenden auf DIRAC-Spinoren zuriick. Betrachten wir dazu den folgenden komplexen Spinor:
U= (f, 95,95, 43)

0= [(10, — eAu) " —m]" = (=10, — eA,) T (7)1 = mypT (70)?

(Y™ =770, % =Ty

Also folgt daraus die adjungierte DIRAC-Gleichung:

b [y (—10, — eA,) —mI] = 0 mit ) = pTH° (1)

Wir berechnen nun 1 - (1) — (1) - ¢
0= [0, ~ eAy) b = mit] = [ (=10, ~ eA,) 0 midt] = (10, +30, ) 7 = 10, (G0)

Also gilt i, (Yy*4) = 0. Mit der Stromdichte j* = y*1) erhalten wir die Kontinuitétsgleichung 9,,j* = 0.

8.9 Lorentzinvarianz der Dirac-Gleichung

Wir betrachten den Zustand eines Elektrons im Bezugssystem R. Dessen Komponenten t¢4(x) geniigen vier
Gleichungen.

4 3
DY () [104 — eAu(@)] () — maps(x) = 0| (1)
t=1 pu=0

Machen wir nun eine orthochrone Lorentztransformation, wobei wir das neue Bezugssystem R’ erhalten:
£ (mit Parameter 0%, Q% > 0) : R 5 R

Schreiben wir die Lorentztransformation kontravariant:

' = Qt 2V oder x* = 2V QF

Betrachten wir auflerdem den partiellen Differentialoperator, welcher einer kovarianten Transformation unter-
liegt: 0, = 8,’/9"“. Die Komponenten des Potential mufl auch so transformieren wie der partielle Differential-
operator: A, (x) = A (2")Q",. Aus Gleichung (1) ergibt sich dann:

(4" (i0], — €A}, () —m] (L7 '2") = 0 mit 4* = Ok "
Die Krux ist, dal die neuen Matrizen 4* auch die CLIFFORD-Algebra erfiillen. Dies wollen wir iiberpriifen:
AHAY AV = G (197 0y ) = 2 - 20 = 2

Der letzte Schritt folgt aus der Tatsache, dafl die Q% Q5 Lorentztransformationen beschreiben. Also (ohne
Beweis) gibt es eine Matrix A mit 4# = QX y* = A~'y#A. Explizit aufgeschrieben bedeutet dies ()
(A"D) % (Y") o (A)?. g ist ein Raumzeitindex und A ist im Raum £(%) definiert. Wir definieren nun ¢/(z) =
AY(x) = Ayp(L712"). Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit A:

[v* (i@; — eA;L(x’)) —m] ' (z') =0

Das bedeutet, dafl die DIRAC-Gleichung forminvariant ist bei Lorentztransformationen. Damit haben wir explizit
bewiesen, daf8 die DIRAC-Gleichung lorentzinvariant ist. A kann so gewihlt werden, da8 AT = 7OA~1T0 ist. A ist
damit quasi-unitir. Wenn A diese Eigenschaften besitzt, gilt (5#)" = 40449, Die adjungierte DirAC-Gleichung

ist auch forminvariant mit @/(:L" ) = (x)A~L. Betrachten wir eine infinitesimale Lorentztransformation. Zu
jeder der 6 infinitesimalen ,,Drehungen® gilt €2, = n,, — erﬁ‘,B), wobei Zl(f;ﬁ) = NuavB — MuBMva- Zu jeder
dieser infinitesimalen Drehungen gehort eine Matrix A(®?) (g) ~ 1 +ieS,5. Mit der Bedingung Q# 4" = A~1y#A
findet man [S,p,7"] =i (55“’ya - 5077/5). Die Losung ist Sas = 2(0as) = 1 (3[7a,75]). Machen wir dazu zwei

Beispiele:

&
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% Beispiel @: Spezielle Lorentztransformation mit Geschwindigkeit v = tanh(n) in 2-Richtung

A”*(n) = exp [iS10m] = 1 cosh (g) + 2iS, sinh (g)
Damit wissen wir, wie das Spinorfeld transformiert.

% Beispiel @: Drehung um die z-Achse:

A () = exp [iS12¢] = 1cos (%) + 2iS;5 sin (%)
Ein Boost ist also eine Pseudo-Drehung mit einem imagindren Winkel.

In der DIRAC-Darstellung der y-Matrizen findet man:

o™ 0

Damit findet man 21515 = io3 ® 1. In der DIRAC-Darstellung gilt:
Az (p) = cos (%) 14 + sin (g) (io3 ® 1)

Das ist genau die Transformation eines Teilchens mit Spin 1/2. Damit transformiert die Wellenfunktion bei
Drehungen wie die Wellenfunktion eines Teilchens mit Spin 1/2. Vergleichen wir dies mit der Pauli-Theorie, wo
wir folgende Transformation hatten:

RE™ (o) = cos (%) — sin (%) (ic3)

Damals hatten wir einen Spinor mit zwei Komponenten; aber nun besitzt unser Spinor vier Komponenten. Hier
’ — i
gilt dann z#* = Q¥ z” und ¢’ = A1). Der adjungierte Spinor transformiert nach ¢ (z') = ¢ (z)A~1.

A7IyHEA = Qx4

AP (2) =1 +ieSup, Sup = ~

1 e8]
Es gibt 16 kovariante Groflen, welche linear unabhéngig sind. Diese fassen wir in einer Tabelle zusammen:
Tensor Anzahl Klassifizierung Bemerkungen
— pu— — pu—
S(x) = Y(x)y(x) 1 Skalar S'(a") =9 (2')(a') = Y(@) A~ AY(z) = P(2)y(z) = S(=)
( ) = (@) Y (x) 1 Pseudoskalar % =7%y19%9% {1°,4#} =0
VE(z) = Y(x)y*(z) 4 Vektor Stromdichte j* = 1y*1) mit Kontinuititsgleichung Ouj* =0

T (x) = Y(z)o* 6 Tensor 2.Stufe  P’(z') = det(Q) P(x)
AR () = hyPytap 4 Pseudovektor

8.10 Ebene Wellen

Wir betrachten A, (z) = 0 (DIRAC-Darstellung). Wichtig ist, dal Hp mit p" kommutiert, also [Hp,p] = 0.
Wir bestimmen die Eigenlésungen von Hp zu einem bestimmen Wert p. Wie kénnen wir die Wellenfunktion
aufschreiben?

U(x) = u(p) exp (ipF)

Wir haben ¢(z) also separiert in einen konstanten Spinor u(p) und eine ebene Welle exp(ipF). u(p) muf} eine
Losung folgender Eigenwertgleichung sein:

Hpu(p) = [@- 7'+ Bm] u(p) = Eu(p)

Die Spinoren sind Eigenlosungen zum Hamiltonoperator Hp.
2 = (| +m?) 1

Daraus ergeben sich dann die Energieeigenwerte £ = ++/|p]> + m? = +FE(p). Im Ruhesystem gilt p* =

(m,0,0,0). Betrachten wir Smu(0) = Eu(0):
m 0 0 0 E 0 0 0
0 m O 0 0 F 0 O
00 —m o |["O=|0 0 £ o|"0
0 0 0 -m 0 0 0 FE



8.11. POSITRON (DIRAC: 1931, ANDERSON: 1932)

Hieraus lassen sich direkt die Eigenwerte F = +m ablesen. Fiir die Eigenvektoren gilt:

(0)

= » U4

@ _
U3y =

Uy =

o O O
S

o o= O

o= o o

_ o O O

Daher gilt im Ruhesystem:

2 = .
w(() )(:1:) = u(2)(0) exp (—iE?)
Betrachten wir nun einen Lorentz-Boost in z-Richtung: p’* = (E’,0,0,p’). Dann gilt in der DIRAC-Darstellung;:

i

Y@ (') = Au) (0) exp (ip’l‘xit) mit A = cosh (g) + ioygsinh (g) o125 [71,72]
1
OO Y
B m
0

8.11 Positron (Dirac: 1931, Anderson: 1932)

8.11.1 Diracsche Hypothese

Im ,, Vakuum* sind alle Zustdnde mit negativen Energien besetzt. Die beobachtbaren Eigenschaften eines
bestimmen Zustandes sind die Unterschiede dieses Zustands im Vergleich zum ,, Vakuum®.

1.) Vakuum:
Wir bezeichnen das Vakuum mit |0). Dann gilt (Q) =0 und (E) = 0.

t+V/p? + m?

< Masse=2m

/7

»Diracmeer®

b

2.) 1-Teilchen-Zustand:

Betrachten wir einen , 1-Teilchen-Zustand* |k) mit (Q) = e und (E) =

+4/|k[2 + m2.

T DN

3.) 2-Teilchen-Zustand:

Fiir einen ,,2-Teilchen-Zustand* gilt:
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e

4.) 1-Loch-Zustand:

Es handelt sich um einen 1-Teilchen-Zustand |£) mit (Q) = (co — 1) - e —

0 - e = —e und der Energic (E) = +1/|k|?> + m2. Die Vorhersage ist,
daf es ein , Teilchen“ gibt mit der Ladung —e und der Masse m. Dieses
Teilchen wurde von Anderson in der kosmischen Strahlung entdeckt. Man
Loch bezeichnet dieses als Positron (Antimaterie).

Ceee s

5.) Paarbildung und Zerstrahlung:

fy*fy* =e et

Pho:o?l/l\

Y



Kapitel 9

Streutheorie 1

9.1 Definition der Wirkungsquerschnitte

Betrachten wir folgendes Experiment:
Detektor (beispielsweise Photomultiplier)

&

dQ

~y

Laborsystem

Wir fithren die Groflie i ein, welche mafigebend fiir die pro Zeiteinheit in den Raumwinkel df2 in die Richtung
Q = (v, ¢) gestreuten Teilchen ist.  ist proportional zur Anzahl der Targets N, zum Betrag der Stromdichte
J der gestreuten Teilchen und zum Raumwinkelelement d2. Wir fassen dies zusammen als n = o(Q) - J - N d€Q,
wobei wir o(Q) als differentiellen Streuquerschnitt bezeichnen. Schreiben wir die Einheitengleichung auf:

1

cm? - s

0= o(Q)JN dQ H = [em?] - [ } ][]

Die Gesamtzahl aller gestreuten Teilchen ergibt sich dann als:
Ntot = J-N- Otot mit Otot — /O’(Q) dw

Das Problem ist, den Streuquerschnitt zur berechnen. Dazu betrachten wir nun eine elastische Streuung von
Teilchen der Masse m an einem statischen Potential V' (Z) mit lim|,, .o |Z]V (Z) = 0. Diese Teilchen besitzen

die Energie F und den Impuls p = hk mit k = |E| Fiir jeden Wert von k gibt es eine Losung der stationéren
Schrodingergleichung

[_h_QA + v(:z-)} V(%) = Evp(2)

2m

deren Verhalten im Unendlichen von der Form (%) exp(ikZ) + f(Q)w (mit = |Z]) ist. Damit haben
wir zwei Wellen:

I.) Welle der Dichte 1 mit der Stromdichte 2.

@
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Die Dichte P ist definiert durch P = t(Z)*t(Z) und fiir die Stromdichte gilt:
T2 h * 7 =,k . 0 = . T _

J(@) =5 - [w Vo — V] mit P+ VT =0

Die Stromdichte kann auf diese Weise (als Ubung) berechnet werden.

I1.) Welle der Dichte U(TLQ)P mit der Stromdichte %x‘f%)‘z
Auch dies kann mit den obigen Beziehungen fiir Jund P gezeigt werden.
Die Zahl der pro Zeiteinheit in den Raumwinkel (€2, d€2) emittierten Teilchen ist:
hk [ F(Q))°
m r

Diese Zahl dividiert durch den einfallenden Strom J = % ergibt dann den Streuquerschnitt () = [fz(Q)[?,
wobei man f;(€) als Streuamplitude bezeichnet.

9.1.1 Intermezzo

Betrachten wir die stationére Schrodingergleichung:

[_%A + V(r)} b(x) = E(x)

V' (r) soll ein Zentralpotential sein. Mit p, = ?%%r und [ = ? (QE X 6) erhalten wir daraus:
pr P

+ V(’I“) 1/)(74’ v, <P) = Ei/J(Ta v, (P)

2m  2mr2

Hierbei gelten folgende Eigenwertgleichungen bei m 2 und I,:
L) [12Y (9, 0) = 11+ )h2Y;
2) LY = mhY™

Die Kugelfunktionen Y;” bilden auf der Einheitskugel ein vollstéindiges Orthonormalsystem von quadratinteg-
rablen Funktionen. Zur Losung der Schrodingergleichung fithren wir eine Trennung der Variablen durch, also:

yi(r)

Y (0, ) = Tylm('&ﬂ ©)

Durch Einsetzen erhalten wir folgende Gleichung, welche nur noch den Radialanteil y;(r):

R A2 R I(+1)

2mdr2 = 2m 2

+V(r)— E|y(r) =0 mit y(0) =0
1.) E < 0: Nur fiir diskrete Energiewerte gilt y; — exp(—kr) fiir r — oo

2.) E > 0: Bei beliebigen Energien gilt y; — sin (k:r — %lw + 51) mit der Phasenverschiebung §;

9.2 Streuphasen

Betrachten wir also Teilchen im Zentralpotential V (r) mit lim,, ..o 7V = 0. Hierbei ist & || 2.

Teilchenstrahl -




9.2. STREUPHASEN

= Z fiPi(cos®)
1

Nun ist y; die im Ursprung regulire Losung der Radialgleichung:

[d—Q + <E -U(r) - l(l:; 1)” y =0 mit e = k* = 2mE und U(r) = Q—mV(T)

dr2 K2 h2
Hierbei findet man das asymptotische Verhalten y; — a; sin (k;?“ -5+ (51) fiir r — oo, wobei §; die Streuphase
ist. Es gilt:
21 20+ 1
a; =it 1 exp(id;) und f; = i exp(id;) sin(d;)

ko k
Daraus folgt die Streuamplitude mit A = ¢ und h=1:

o0

F@0) =X (20 + 1) exp(id;) sin(8,) Py (cos 1)
=0

Yi 20+1
v 2ikr
Wir vergleichen dies mit der Form von ebenen Wellen, wobei wir diese nach Legendre-Koeffizienten entwickeln:

2041
Py(cos 9) ~ T9ikr

[(—1)" exp(—ikr) + exp(2id;) exp(ikr)]

exp(ik7)

[(—1)"* exp(—ikr) + exp(ikr)]

Der Unterschied steckt in der Phase exp(2id;) der auslaufenden Kugelwelle oder mit anderen Worten: Die
Wirkung des Streupotentials besteht in einer Phasenverschiebung bei jeder auslaufenden Welle.

a(Q) = A* > 1166, P,(cos 9) P (cos )
LU

Mittels Integration und der Orthogonalitétsrelationen der P; findet man:

oo

Oror = ATAZ 2(21 + 1) sin? Z o

=0

Jede Partialwelle hat damit einen Beitrag ;. Das Maximum tritt natiirlich genau dann ein, wenn der Sinus
gleich eins ist: 0y, = 4mA%(2] +1). Wenn die Phasenverschiebung gleich 0 ist, gilt o4,; = 0; es findet also keine
Streuung statt.

max

a.) Erste Bemerkung:

Wir berechnen:

Imf(¥) = )\Z (21 + 1)Im(exp(id;)) sin(d;) P, (1) = )\Z (20 + 1) sin?(5;) - 1 = )\Z (20 + 1) sin?(6)
=0 =0 =0

Hieraus ergibt sich also das sogenannte , optische Theorem*:

‘ Otor = 4 \Im f(¥) ‘

b.) Zweite Bemerkung:

Als Ubung kann man Zentralpotentiale endlicher Reichweite betrachten: V (r) = 0 fiir 7 > ro.

9.2.1 Intermezzo

Wir wollen allgemeine Eigenschaften der Eigenwertgleichung y” (x) — U(z)y(x) = ey(x) betrachten, wobei U(x)
nach unten beschriinkt ist. (Diese Gleichung hat etwas mit unserer Radialgleichung zu tun.) Dazu wollen wir
noch einmal wiederholen, was die WRONSKI-Determinante der beiden Funktionen y; (z) und yo(z) ist:

Y1 yz
!

Wy,
(1, y2) = T

= Y1s — Y2

Wenn diese Determinante in irgendeinem Punkt gleich 0 ist, so ist auch die logarithmische Ableitung von y
und yy gleich:

s = sm s 22 = 2 [((pa(0) = (e (0))
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Theorem:

Sind z; und 29 Losungen der Gleichungen z{ + Fy(x)z1 = 0 («) und 24 + Fa(x)z2 = 0 (8) im Intervall
(a,b), in denen die Funktionen Fj(z) und Fg( ) stetig sind (eventuell Unstetigkeiten erster Art, also
Spriinge von endlicher Grofle), so gilt:

b
W(Zl,ZQ)|Z = /(F1 — Fg)leg dx

Beweis:

Wir berechnen (&) - zo — (8) - 21, woraus z22] — z124 + (f1 — F2)2z122 = 0 folgt. Dann kann man die linke Seite
umformen:

d d
= (2125 — 21 20) + (F} — Fy)z120 = 0 & —EW(zl, 20) + (Fo — F2)z122 =0

Durch Integration folgt dann die Behauptung.

Korollar:

Betrachten wir folgenden Sonderfall:

Essei F} = e1—U(z) und Fy = eo—U(x). Sind dann y; und y, Losungen der Gleichung y"”"+(e—U(z))y =0
zu den Werten €1 und €5, so gilt:
b

W(y1,y2)|l; = (e2 —¢€1) /y1y2 dx

a

9.3 Integraldarstellung

Wir suchen einen Zusammenhang zwischen &, und &, die zu verschiedenen Potentialen V(z) und V(z) gehoéren,
aber zum selben Eigenwert E.

d? ~ I+ 1) _ 2 _ 2mE _2mV
d2+ -U - 2 =0mite=k 2 undU:?
Mit der asymptotischen Form g; ~ sin (kr -4 51) schreiben wir die WRONSKI-Determinante auf:
0 fir r—0
Wi, i) =

ksin(6, — &) fiir 7 o0

Es gilt y; = nlrl“, so ergibt sich die WRONSKI-Determinante W (y;, §;) = 0. Fiir den zweiten Grenzwert gilt
mit xy = kr — ” und den Additionstheoremen:

W ~ ksin(x + 6;) cos(x + 8;) — k cos(x + &) sin(x + &) = ksin(x 4 0;) cos(—x — ;) + k cos(x + 6) sin(—x — ;) =
=ksin(x +0;, — x — 5;) = ksin(d; — Sl)

Mittels des WRONSKI-Theorems finden wir:

Wy, 0)ly = */QZ(U*ﬁ)ysz
0
sin(d; —51 /Q (V- V Yy, dr
0




9.4. COULOMBPOTENTIAL

Dies gilt fiir beliebige Potentiale mit

lim 7V (r) = 0 und lin}) r2V(r)=0

00

Sie diirfen folglich im Ursprung nicht zu stark konvergieren.

Beispiel:

Betrachten wir den Fall V =0 (§; = 0, § = krj;(kr)). Dann finden wir:

Hier wird §; und y; gesucht. Sowohl die BESSELfunktionen j; als auch das Potential V sind gegeben. Bisher
haben wir exakt gerechnet. Nun wollen wir uns aber néher mit der BORNschen Ndherung beschéftigen:

Ist V' geniigend klein, so ist y;(r) & krj;(kr) und 6, liegt in der Nihe von Null. Dann gilt:

2 o0
6~ 0P = —h—?k/TQj?(kr)V(r)dr
0

Der Fehler ist gering, falls V(r) gegeniiber F — UDR gt fiberall hinreichend klein ist (unverbindlich). Damit

2mr?
ist die BORNsche Niherung bei hohen Energien bzw. grolen Werten von [ ziemlich gut.

9.4 Coulombpotential
Betrachten wir zwei Teilchen mit den Ladungen Zie und Zse:

o 212272

Vi(r)

mit r = |F1 —FQ‘

00(Q) = (fe())* = (214256 ) sin‘*l(%)

Bemerkungen:

1.) RUTHERFORD hatte diese Formel vor Einfithrung der Quantenmechanik schon klassisch hergeleitet.
2.) Der Wirkungsquerschnitt ist abhingig zum Quadrat des Potentials.
3.) Die Winkelverteilung ist energieunabhéngig.

4.) Der Streuquerschnitt ist proportional zum Kehrwert des Quadrats der Energie.
5.) Der totale Wirkungsquerschnitt o, ist unendlich grof, da das Potential im Unendlichen zu langsam
verschwindet. Praktisch wird man jedoch nie ein CouLoMBpotential vorfinden (durch Abschirmung).

9.5 Sphirische Bessel-Funktionen

Betrachten wir die radiale Schrédingergleichung fiir ein freies Teilchen: ¢ (r, 9, ) = Ly, (r)Y;™(9, ¢).

h? d? R2I(1+1)
_——_— —_— _ E =
[ 2mdr?  2m  r? } w(r) =0
Wir setzen k = 2;72E und ¢ = kr und erhalten:

filo) = %yz(r) = Syz (%)



KAPITEL 9. STREUTHEORIE I

Damit erhalten wir folgende Differentialgleichung:
1 d72 I(1+1)
o0de? 0?

Die Losungen dieser Differentialgleichung sind:

(eft) + fi — fi=0

1.) Sphérische BESSEL-Funktionen j;(o)
2.) Sphérische NEUMANN-Funktionen n; (o)

Fiir o — 0 ergibt sich:
!

L) 5i(e) ~ 0 regulér bei p =0

2r+1n!
20— 1!l
2.) ny(g) ~ % regulér bei p =0
[

Damit gilt fiir die Wellenfunktion: ¢y ; () = 71 (kr)Y;™ (9, ¢). Hierbei gilt:

exp(ikz) = Crather,0(F) mit Cry = i \/4m (20 + 1)
=0

(21 4 1)ilj; (kr) Py(cos 9)

NE

exp(ikr cos ) =
l

Il
=)

9.6 Bornsche Niherung

Betrachten wir nochmals zur Wiederholung;:

FRm Ry = - / a7 exp (<R ) V() exp ik - 7)

k ist hierbei der Impuls der einlaufenden Teilchen und K der Impuls der auslaufenden Teilchen. Hierbei gilt
|K'| = |k| und K’ = |§:\'

K k—k

9

-

k
Als Ubung soll an dieser Stelle der Zusammenhang |E — K | = 4k? sin? (g) gezeigt werden. Fiir ein rotations-
symmetrisches Potential gilt:

m I (Y _ .
(@) = Wm(g) /rsm <2kr sin (5)) V(r)dr (siehe Ubungsblatt 14)
0

Wir betrachten als Beispiel das YUKAWA-Potential V (r) = V, 22or).

ar
2mVy 1

) =—
fk( ) h2a 4]6281112 (g)+a2

Wir betrachten den Ubergang zum CoULOMB-Potential mit Vy = aZ; Zye?:

V() = 212,62 SRE0T) a0, B12a¢"

r
2mZ1Z262
N 2 (0
h? - 4k? sin? (%)
Wir den Streuquerschnitt und die Energie gilt:
ZQ Z2 4 hQ k2
() 122¢ mit E =

T 16E%sin’ (2) 2m

fk (19) a—0



Kapitel 10

Zeitabhingige Storungstheorie

Gegeben sei ein zeitabhingiger Hamiltonoperator H(t) und gesucht ein Zeitentwicklungsoperator U (¢, to) im
Schrodingerbild. Zur Zeit to liege [1(to)) vor und zur Zeit ¢ gelte dann [1(t)) = U(t, to)|1(to)). U ist definiert
durch die Schrodingergleichung

ih%U(t,to) = H(H)U(t, to)

und die Anfangsbedingung U(tg,to = 1. U(t,to) ist hierbei unitdr und H(t) hermitesch. U hat auflerdem
die Eigenschaft U(ta,tg) = Ul(ta,t1) - U(t1,to) fiir t2 > t; > to. Man bezeichnet diese Beziehung auch als
»Zusammensetzungsregel“. Falls H zeitunabhéngig ist, gilt U(t,to) = exp (—%H (t—t9)).

Wir machen nun den Storungsansatz H(t) = H©(t) + V(t), wobei V(t) eine Stérung sein soll. Wir setzen
voraus, daf8 die ungestérte Gleichung iU (t,t0) = H© (t)U©)(t,t,) bereits gelost ist und arbeiten im Wech-
selwirkungsbild:

* Ur(t,ty) == U(O)T(uto)U(t,to)
* [(t))r = Ur(t, to)|v(to))r mit |(to))r = [ (to))

Aus diesen beiden Bedingungen ergibt sich dann:
() = U (8, 40)U (1, t0) Wi ko)) wobei U (t, o)t ko)) = (1))
# Fiir Operatoren A gilt:
Ar(t) = U (¢, ) AU (¢, to)
Wir stellen die Schrodingergleichung fiir Uy auf:

at ot
= Oy = y@OTypOUOY mit v©'vu© = v; und v = v,

inlu, - (ihaU(O)T) U+ O <ih§tU> = _gOTgOT 4y gy =

0
thU,(tﬂto) = V(" Ut to)

Wir integrieren von ¢y nach ¢ und erhalten eine Integralgleichung:

t
ihU (¢, tg) — ihU (Lo, to) = /Vl(t’)UI(tQto) dt’
to

Mit Uy (to, to) = 1 erhalten wir:

t

Urttsto) =1 5 [ Vi)Us ¢’ t0) ot

to
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Diese Integralgleichung wollen wir durch Iteration 16sen:

Ur(t,to) =1 — %/VI(T) dr + (_%)2/th/TVI(T)VI(T/)UI(T/,tO)dT/ =

to

=1+ UM (tto)

n=1

Diese bezeichnet man auch als DysoN-Reihe. Allgemein gilt:

U™ (1, ) (——) /drn/drn . /dnvf V(1) - Vi)

10.1 Ubergangswahrscheinlichkeit

Hier soll nun H©) zeitunabhingig sein.
UO(t,ty) = exp (;H(O) (= fo))

Das Eigenwertproblem von H(©) sei des weiteren geldst; wir kennen also Eigenvektoren |a) mit H(|a) = EY |a).
Definiere die BOHRsche Frequenz wgp, = %(E((lo) - E,SO)) und das Ubergangsmatrixelement Vi (t) = (a|V (t)]b).
Das System befinde sich zur Zeit to im H(?-Eigenzustand |a). Wir suchen die Wahrscheinlichkeit, das System
zur Zeit t im H()-Eigenzustand |b) zu finden:

Wb (t) = [(b|U(t, to |a ‘Z<b‘U(n ,to) |a>’2

t
) 1 . 2
W0 = 5] [ ex wnar) Vio(r) |

% Feynman-dhnliche Diagramme:
Betrachten wir die 1.0rdnung;:

t

t
blUD]a) = —% /exp <—;E£1)(t - T)> Via (t) exp (—;E(gl)(T — to)> == %/ d7r Diagramm 1

to tO

Nun kommen wir zur 2.0rdnung:

BT |a) = (——) Z/dTQ/dTl exp (——E( )(t—72)> Vi (72)-

i .
exp <_7_1E](€0)(T2 - 7'1)) Via(71) exp (_1EC(LO)(71 - tO)) » =

t To
=" <_fli> Z/dQ /dT1 Diagramm 2
k to to



10.2. FERMIS GOLDENE REGEL

Zusammenfassung:

Betrachten wir H(t) = H© (t)+ V() und den Zustand im Wechselwirkungsbild [()); = U (t,t0)[(to))r. Der
Entwicklungsoperator erfiillt die Schrodingergleichung;:

ih%U](t, to) = V](t)U](t,to) mit U[(to,to) =1

Vi(t) = UO (1, t) V(U O (1, 1)

Wir 16sen die Schrédingergleichung iterativ:

Ur(t.t)) =1+ Y U™ (t,to)

n=1

H©) sei zeitunabhiingig. Die Ubergangswahrscheinlichkeit von Zustand a nach Zustand b ist gegeben durch:

W = |00 (2, t0) ) = |3 (Ut 10)]a )

) t 2 EO _ gO
Wi, = | / exp (iwha) Via(r) e mit wip = “ 0 und V(1) = {alV (1))
to
10.2 Fermis Goldene Regel
Es sei V = const. fiir ¢ > 0 mit tq = 0:
t
t, Wpa . . 2 2 —2cos(wt
W = (Vba)z% mit f(t,w) = ‘/exp (iwr) dr| = T()
0
- A
f(w)

+oo
/ flt,w) =2nt
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Betrachten wir Uberginge in eine Gruppe B von Zustéinden |b) mit benachbarter Energie Fj, £+ dFE.

Loésung:

Es sei (b|b) = 5(:(—;)") mit n(b) € R > 0.

Pp = [ |b)n(b)db(b| = b} oy (E') dE(b|
[ |

B(E)

varrhoy(E) ist hierbei die Dichte der Niveaus b zur Energie E, also 0,(E) = n(b)42. Dann ist die Wahrschein-
lichkeit, vom Zustand a zu den Zustdnden des Bereichs B zu gelangen, gegeben durch:

Woar.p = (a|UT(t,0)PgPU(t,0)|a) = / Wapop(E)dE mit PgPp = Pp

B(E)
Es sei E(b) = [El -5, B+ %], t grofl und € > @:

dE N 2

2
ﬁ Ann:;hme ? |‘/ba(Ea)| Qb(Ea)t

Wop ~ / |Vvab|2 Qbf(t7wba)

e Annahme @: f ist maximal im Bereich.

e Annahme @: V;,, 0, ist konstant.

+oo
e Annahme @: /dE — /dw

— 00

Damit erhalten wir FERMIs Goldene Regel:

2
WesB = ~ S | Vial® 01
h

10.3 Bornscher Wirkungsquerschnitt

Wir betrachten die Streuung eines Teilchens an einem Potential V() mit H = H©) 4 V() und H® = 2”;2

m

Ebene Wellen exp(ilzof) sind Eigenfunktionen von H® | wobei = hk gilt. Es liegen folgende Zustéinde vor:

3
(SWI;3 =1

%) mit (&%) = (27)36® (& — %) und / %)

Hieraus ergibt sich o(E)dE d?Q = %. Es falle ein monoenergetischer Strahl mit dem Impuls Ak, und der
Energie F, = %mvg ein. Gesucht ist der Streuquerschnitt in eine bestimmte Richtung. Dazu berechnen wir die
Wahrscheinlichkeit, vom Zustand a nach B zu gelangen:

21|/~ =\ |2
Wy~ ?Kkb\wk» o(E)dQ

Der differentielle Wirkungsquerschnitt berechnet sich nach:

Warsb

dUab—»b =

Va

do—av—»b

dQ

~ hQTW Vas|? 05 (E) mit Vyp, = /dST exp [i (Ea — Eb) ~F] V(7




10.4. ADIABATENSATZ

10.4 Adiabatensatz
o 158t

T sei die Zeit, in der sich der Hamiltonoperator éndert. Durch T' = ¢; — o und mit dem Parameter s = *—
sich eine stetige Funktion H(s) mit H(0) = Hy und H(1) = H; definieren. Aus der Zeittranslationsinvarianz

ergibt sich U(¢,t9) = Ur(s). Es gilt:

1.) T+ 0: 71}310 Ur(l)=1

2.) T — oo: Adiabatensatz

Eigenzustand
von H(0) / b
L <
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Kapitel 11

Streutheorie 11

1.) Formalismus fiir den einfachen Fall der Streuung eines Teilchens am Potential V' (7)

2.) Allgemeine Eigenschaften, Unitaritét, optisches Theorem, Mikroreversibilitét

11.1 Streuamplitude

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m und der Energie Bk Piir dieses Teilchen liege folgender Hamilton-

2m
operator vor:

P

Des weiteren sollte |7V (7) == 0 gewihrleistet sein; damit ist das Coulombpotential von vorn herein ausge-

schlossen. Im folgenden werden ebene Wellen mit ¢ und Eigenzustdnde von H mit ¢ bezeichnet:
1.) g (7) = exp (11_5 . F)

2. 1/;1(;') 2 exp (112 : 77’) + auslaufende Welle

[axde )

3.) w}%_) B _exp (1]2 . F) + einlaufende Welle

—

Stationdre Streuzusténde geniigen der Schrodingergleichung H 1,/}](;) = qu)’(;_):

exp (1E . F)

(+) ~ = (+)
o) & exp (i 7) + 0 (@Q—

féﬂ ist hierbei die Streuamplitude. Der differentielle Streuquerschnitt ist (nach MESSIAH) definiert nach:

do—ab—»b o (+) 2
a0 - ‘f,ga (Qb)‘
exp <1E : F)

r

e~ exp (if-7) + 1@

oo

wl({) und 1/)](;) sind Basisfunktionen des Hilbertraums, welcher die Streuzustéinde beschreibt. €2 stehe fiir (9, ¢).
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Hilfssatz:

& und é seien die stationdren Losungen zu den Potentialen U(7) und U(F’) Konkret bedeutet dies:

(213:1 +U> ’éé_)> = E‘éé_)> und <2‘ﬁ; +U)

exp (—ikr)

6€0) = £

&)

&7 ~_exp (i 7) + fi7 @

E9(7) ~ exp (iEa . F) + f,§+>(Q)M

00 r

Und analoge Relationen gelten fiir §I§+), C(L_). Dann gilt:

2 h?

<§A£7)|(U — U)|§é+)> - (fé"’)(Qb) - féf)*(—Qa)), wobei €, die Richtung von &, und —, die

Richtung von —Ea angibt wobei Q, = (¥4, ¢,) und —Q, = (71 — 9o, ™ + p,) gilt.

Beweis (Skizze, sieche Messiah II, 19.1.1):

_Q A A~ A~
<§£+>|2p—m + U|£§)> —E(¢1E7) O

-
(=), P (—
(E1E +ve)y =B (§00) @
Wir fithren naiv eine komplexe Konjugation von Gleichung (1) durch.
-
s P 3 _ (=)
< b 5+ Ufff>> =B (§71elD)
Dies fithrt jedoch zu keinem Ergebnis. Deshalb:

(e Zig) = [ (—gm) 2670 = g [ ar (0 ) e @267

2m
IFI<R
Wir subtrahieren nun Gleichung (1)*) von Gleichung (2):
2
Oy — 01e®) = 1 3J”‘L_{A<f>* (+) _ () AH}
(@ -1 = im [ @07 (67060 - 0o
IFI<R

Es bleibt ein Oberflichenintegral, das im Limes R — oo mit dem asymptotischen Verhalten von &, é ausgewertet
werden kann. Man findet:

Jm [ @FET ALY — (8g77) €] = —am [£0(0) — £ (-0u)]
[FI<R

Dies war zu zeigen.

Folgerungen fiir die Streuung am Potential V:

1.) Integraldarstellung der Streuamplitude

2
(Vi) = -2 50 )
_ 21h? (ye
(657IVIpa) = =2 77 (= 0)

2.) fI() = £ ()
(671VIon) = (2lVIpEH)



11.2. DIE T-MATRIX

Beweis:

1.) Wiihle im Hilfssatz U = 0, U = V. ¢ sind dann ebene Wellen flsf) = pp = exp(iEe - 7). Weiterhin gilt
FE =0, €5yt

2mh?

(olVIEED ) = = 10 ()

2.) Wiihle im Hilfssatz U = U = V.

2mh? Vs
0 === (£ (%) = £ ()

11.2 Die T-Matrix

Fiir den differentiellen Streuquerschnitt gilt nun:

mk
(2m)3h2

dUa,_,b o m2 (+) 2 o 2 (+) 2 . - hk o
et — s (Vi) = S e(®) [(ulVIEED )| mit v =2 und o(E) =

v ist hierbei die Geschwindigkeit der einlaufenden Teilchen. o(E) ist die Zustandsdichte.
11.2.1 Zustandsdichte
Wir beschreiben ebene Welle durch |k) mit (7|k) = exp(ik - 7).

1.) Normierung: (k|K') = (2m)363(k — k')

I .
2.) Vollstindigkeit: / d?’kwmxk\ =1
Wir definieren nun eine Zustandsdichte durch: ﬁdi)’l; = o(E)dEdQ. Mit dQ2 = sin¥ dvdy erhalten wir:
1 - 1 1 m
&’k = dkk® dQ = —— dEE* dQ
(2m)3 (2m)3 (2m)3 K2k
Hieraus ergibt sich dann:
mk h2k? dE  h%k
E)= ———mit E=——und — = —
o(B) (2m)3h2 ml om O dk m

Definiere den Ubergangsoperator T durch seine Matrixelemente (|7 |@q):

(ol Tlpa) i= (ol VILD))

Nach MESSIAH bezeichnet man Ty, .p, := (@p|T|@a) als Ubergangsamplitude. Damit l:Bt sich der Streuquerschnitt
schreiben als:
dog—p 2

= —|Ty.p|?0(E
a0 ,.wa\ b|“0(E)

11.3 Bornsche Niherung

Betrachten wir die 1.Ordnung im Potential V und ersetzen y{™ durch ¢, (oder anders):

—

TEom = (o4[V]0a) = / d3Fexp (—115}, : F) V(7) exp (u‘éa -F) - / dPFexp (—iq - 7) V(7) = V() wobei § = ky—Fka

q = Eb — l;a ist der Impulsiibertrag. In Bornscher Naherung entspricht die Ubergangsamplitude gerade der
Fouriertransformierten V(q) des Potentials.

daa»—»b m2

aq = eV @F

@
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 sei eine ebene Welle und wir schreiben:

WE = auslaufende Welle
a einlaufende Welle
- ik
HY = Bt mit ¢~ exp (ikaF) + f}%“(Q)GXPTM
27h?
(ulp$Ty = R ()

Der Ausdruck auf der linken Seite ist kein Matrixelement, da ¢, eine Eigenfunktion des freien Hamiltonoperators
ist und 1/),(1+) eine Eigenfunktion des kompletten Hamiltonoperators Hy + V! Wir definieren einen Ubergangs-
operator T durch {op|T|ps) = (cpb|V\1/Jg+)>, wobei wir (pp|T|@q) als Ubergangsamplitude bezeichnen:

dog—p 2

_ =7 2
aQ fwa‘T"Hb' o(E)

TET™ = (o4 Vpa)

a—b

Wir definieren den Impulsiibertrag als §= ky, — ko mit q = 2ksin (g)

T = / exp (—ig- 7) V() Pr = (@)

doBr)
dQ  4nZpd

11.4 Lippmann-Schwinger-Gleichung

Als erstes suchen wie die GREENsche Funktion F' eines Teilchens mit der Energie £ = h;}ff:
h2

G(7,7 sei die GREENsche Funktion dieses Operators. Man bezeichnet diese Gleichung auch als HELHOLTZ-
Gleichung (Theorie C). Die Greensche Funktion G lautet:

+.o 4 m exp(£ik|7—7|)
G =5 o7

Fir £ = 0 erh&lt man gerade die Poissongleichung und deren GREENschen Funktion. Machen wir einen
Fourieransatz, sol erhalten wir:

(848 [ Glayesn -7 da = [ expliz7)d%

Und daraus wiederum ergibt sich:

~ ~ 1
(~®+k)G(q) =1=|G(q) = g

Damit folgt nun wieder mittels Fouriertransformation G(z):

d®q exp(igz) 1 exp(&ik|z|)
(2m)3 k2 —q2 +ie | 4n ||

G(z) =

Betrachten wir nun wieder unsere urspriingliche Gleichung:

th B =V
%( + k) =V



11.4. LIPPMANN-SCHWINGER-GLEICHUNG

Gesucht ist eine Losung vom Typ (1), Diese Losung geniigt einer Integralgleichung, nimlich der LIPMANN-
SCHWINGER-Gleichung;:

. 2 7~ 7)
(+) = ex (ik -F) _omt e V(i) (7
wa p a 27Th2 |’I?— 7:7 ( )wa ( )
—_——
Hgaiiegrle die ,partikulére“ Lésung durch GREENfunktion G ()

Diese Gleichung ist exakt fiir alle Werte r. Was gilt nun asymptotisch, also fiir 7’ > r (siche Multipolentwicklung,
Theorie C):

|F_f"|:2{1—2—r AN

1
=2 /27 2 7
r2 r2

Mit k = k;g ergibt sich:

exp(ik|r—77[) _ exp(ikr)

exp(—ik - )

Schliefllich gilt folgende Néherungslosung:

1/11(1“ ~ Ebene Welle — 2:;2 w /exp <—1E : 7:4) V(T/)U’H)(r/) d’r

Streuamplitude

11.4.1 Bornsche Reihe fiir die stationédre Streuwelle
Man 16st die LIPPMANN-SCHWINGER-Gleichung durch Iteration:

# 1.0rdnung:
11 = exp (iﬁa ~7_”) + /G(F,W)V(r’) exp (iEa . 7_") d3r
% 2.0rdnung:
bz = exp ik - 7) + / G(7, 7YV (' )by (') 4
Fiir die BoRNsche Reihe gilt:

PSP (F) = exp (iEa ~F) + i/Kn(r, r')exp (iE~7‘") mit Ky (7,7")

n=1
= /Kl(ﬁ ) K (7, F) &P
B+ abisn=2:

1 = exp(ikr) + GV exp(ikr) + GVGV exp(ikr)

B)

—b

Toop = <(‘0b|V|’(/Jé+)> ist damit eine Entwicklung nach Potenzen von V. Bei der BORNschen Niherung Té
bricht man die Entwicklung ab bei n > 2. Wir schétzen den Fehler bei hohen Energie ab:

(0(7) = [ (7) — exp (i -7 )

Fiir die Streuphasen im Falle ka > 1 gilt:

< 1 fiir 7 mit V(7) #0

mo omi | 1
) 57 &P (ikz) - - / Vik,y,2")d2" + <I<;2)

h%k

ma

~ m
|w| ~ 27Th2

Vo gibt eine mittlere Tiefe und a die Reichweite des Potentials an.

2
%2a|vo| = Vol <
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Resumé:

Es sei H = Ho 4 V und |p,) eine ebene Welle mit Wellenvektor k, wobei (Z|¢,) = exp(ik, - &) gilt. Die ein-

und auslaufenden stationéren Streuzustinde bezeichnen wir mit |w£f)>, \¢§,,+)>. Damit gilt dann:

(1) e P (iEa : f) + féj)(Q)w

7 (7) ~ 7 .7 (_)
@,y &~ exp (1ka z>+f12a () 7

| Z|— o0

Der differentielle Wirkungsquerschnitt berechnet sich dann nach:

dO—av—»b o

aQ

& oy do
v (Q)‘ [a(m statt dQ}

Der totale Wirkungsquerschnitt ergibt sich durch Integration iiber den Raumwinkel df2:

do N
tot __ a
0.t = ) d€

Mit (zp£7)|V|<pa> = <gpb\V|w((l+)> kénnen wir dei Streuamplitude formulieren:

IEOQ = -5 elVIEED)

11.5 Kanile

Bei der Streuung gibt es folgende Reaktionstypen:
1.) Elastische Streuung: A+ X — A+ X

Der innere Zustand der Teilchen bleibt hierbei unverandert.

2.) Inelastische Streuung: A+ X — A’ + X’

Der innere Zustand (beispielsweise Spin) dndert sich bei dieser Art der Streuung.

3.) Umordnung und Teilchenerzeugung: A+ X — B+Y

In der relativistischen Quantenmechanik kann es vorkommen, daf§ weitere Teilchen erzeugt werden: A +
X — B+Y + Z+... (beispielsweise Erzeugung von Teilchen und Antiteilchen). Dieser Fall ist formal
nicht einfach zu beschreiben.

Jede Moglichkeit der Streuung in verschiedene innere Endzustéinde heifit ein Kanal.

v =S w,

b

Die Zusténde spannen einen vollstédndigen Vektorraum auf:

1 (N () 38
Zb: (27T)3 /|¢a,b ><wa7b |d3ka =1

11.6 Greensche Funktion der Schrédingergleichung

Die freie Schriodingergleichung fiir Hy lautet:

P
(E — Ho)lp) = 0 mit Ho = o

Was uns aber interessiert, ist die Schrodingergleichung fiir H = Hyg + V'
(E = Ho)|) = V[y)

Formal ergibt sich dann hieraus:

W) = (E+ Ho) "' VI[y) + )



11.6. GREENSCHE FUNKTION DER SCHRODINGERGLEICHUNG

Leider existiert der Ausdruck (E — Hy)™! nicht. Hy — E ist also nicht invertierbar, da 0 ein Eigenwert von
Hy — E ist! Infolgedessen definieren wir eine Resolvente Go(z) := (z — Hy) ™! mit z € C; Go(z) ist definiert, falls
z kein Eigenwert von Hj ist.

(#%EzgﬁfMEiM:lm(E—mimfl

e—0+

In der Ortsdarstellung kénnen wir schreiben:

m  exp (£ik|¥ — ) ) 2mE

(@16 (E)) =~z L) = 6 @) it k= 2

G(()i) sind GREENsche Funktionen des freien Schrédingergleichung:

h? 2 (£) (= = 32
%(A—kk )Gy (2,7 = 0% (& - T)

Betrachten wir die LIPPMANN-SCHWINGER-Gleichung;:
[657) = liea) + G6T (Bo) V1)

Analog gilt:

[657) = la) + G5 (Eo)VI™)

Die Resolvente des vollen Hamiltonoperators lautet:
G(z) = (s — H)™!

dﬂgnzl@JEim—Hrl

|¢5L+)> = |90a> + G(+)(Ea)v|90a>

Diese Beziehung wollen wir iiberpriifen, indem wir von links mit F, — H multiplizieren:

(Eo — H) W}:(;L)> = (B4 — Ho) |pa) =V]pa) + (Es — H) G(+)(Ea) Viga) =0
N

=0 =1

Dies ist eine wahre Aussage.

CO(E,)Vga) = GSP(EVIRH) = G§P(Ea)VIga) + G5V (E) VG (Ea)V]pa)

GOV =6V +cPvaHy

11.6.1 Ubergangsoperator

(@8l Tlpa) = (sl VIHEH) = (06lVIga) + (06| VGHV]00)
Der Ubergangsoperator T ist definiert durch:

T=v+veHV]

Damit haben wir folgende iterative Losung:
T=V+VGIV Ve vehy

T=v+VveSOv+vePva{Pv + ...

Satz:

BEsgilt T — Tt +2miTTT =0 und T — TT + 2miTTT = 0.
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Beweis:

T=V+VGIV und T =V + vV

1 1 E—-H—-ie—-FE+H—ic
T_Tt = ) _ q=) — - =
V(G ¢ )V v EFE-H+ie FE-H-+ie V=V (E—H)? +¢? v

Wir fithren den Grenziibergang ie — 0 formal durch:
T—-T =V -(=2ni)-§(E - H)V

Aufgrund der Vollstdndigkeit der Basis kénnen wir ein Einselement 1 einschieben:

1=(2m)* Y [Nl

(obIT = Tlpa) = (21)* Y (VIS )O(E — En) (07 [Vpn) - (~271)
Wir fithren einen weiteren Grenziibergang ,,Summe +— Integral“ durch:

(27‘(‘)3 Z — @)

N &k,

1 -
Gt = o(E)dE dQ

Damit erhalten wir weiter:
<§0b|T - TT‘QOa> = _QWi/dEn dQn Q(En)«aob‘v‘w?(z_»a(Ea - En)<w7(1_)|v|90a> =
= —27ri/dQnQ(Ea) (| VN W) |V |p,) wobei E, = E,

(ol VIR = (Wi 1VIgn) = (08l T |en)
<¢7(;)|V|§0a> = <§0n|v|¢((z+)> = <90n|T|90a>

Schlulendlich erhalten wir unsere Aussage:

|7 -1t = —2miTiT]

Satz:

Der S-Operator S := 1 — 27iT ist unitér.

Beweis:
Nach unserem letzten Satz gilt:

STS =1 4 27Tt — 27T + 47?TIT =1
=0

Fiir die S-Matrix gilt (pp|S|pa) = <1/)£_)|1l)é+)>,

11.7 Optisches Theorem

Der totale Wirkungsquerschnitt 0" héingt mit der Streuamplitude f,(0) in Vorwiértsrichtung folgendermafien
zusammen:

tot _ AT

a - ,l{}_almfa( )




11.7. OPTISCHES THEOREM

Beweis:

Betrachten wir nochmals den differentiellen Wirkungsquerschnitt:

dogy (277

2 o Pp— P—
10 ﬂ) o(E) [(b|T|a)|” mit ¢, :=b und ¢, :=a

Hieraus folgt der totale Wirkungsquerschnitt durch Integration iiber den Raumwinkel €:

dog. . o o
tot — ar—v _ T + _ 27 N
7a /( dQ )de ﬁv/Q(Eb)<a|T |0)(b] T'[a) dS2 hv(a\T T|a)

=1

Mit unserem vorherigen Sétzen ergibt sich dann weiter:

%<Q|TTT|G> _ 27; ) (_217U> (a|(T - TT)|a> = % . <_217r1) 27Im ((a|T'|a)) = —%Im (a|T|a))

_ i

ka

Imf,(0)
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Kapitel 12

CPT-Symmetrie

12.1 Experimentelle Entdeckungen

1.) Paritdtsverletzung:

Wir betrachten einen massiven Einteilchenzustand ¢E,a' Hierbei gilt fiir den Paritatsoperator Pz, =
mp,g’g, wobei man 7 als intrinsische Paritat bezeichnet. Die starke Wechselwirkung ist paritétserhaltend;
also kommutiert H = Hy + H{*™" mit P: [P, H;***] = 0. Fiir die Teilchen 7%, 7% gilt n = —1; man
bezeichnet diese als pseudo-skalare Teilchen.

2.) Man hat zwei seltsame Spin-Null-Teilchen gefunden, welche man als 7+ und 6% bezeichnet hat.
Zerfallskanal Masse [m.]  Zerfallszeit ¢ [s]

0t — ntxn0 966,7+£2,0 1,21+0,002-10"%
Tt atrtaT  966,3+2,0 1,19+0,05-1078

Die Unterschiede zwischen diesen Teilchen sind sehr klein. Aus dem Zerfall 7 = w7 erhélt man eine
intrinsische Paritdt n(7) = —1 und aus § — =r folgt () = +1. Einerseits sind die Teilchen 7 und € in
ihren physikalischen Eigenschaften fast gleich, andererseits unterscheiden sie sich aber in der intrinsischen
Paritdt. LEE und YANG fanden im Jahre 1956 eine Losung fiir dieses Problem. In bezug auf die schwache
Wechselwirkung ist die Paritéit nicht erhalten; es gilt also [H;¢h%h P] 2 0 und §* = 7.

3.) Experiment von WUETAL im Dezember 1956

In diesem Experiment wurde der Zerfall %°Co 2, 60N + e~ + U, untersucht. Hierbei gilt p’ kit pund § L5

‘ ‘ Spin

R —_— R
v e
€

Zerfallsschema @ Zerfallsschema @

Das erste Schema wurde tatséichlich von WUETAL beobachtet, aber das zweite nicht. Bei der schwachen
Wechselwirkung kann also die Paritét verletzt werden.

Wenn man nun eine CP-Transformation durchfiihrt, kénnte man folgenden Zerfall beobachten:

et
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Im Jahre 1964 wurde aber herausgefunden, daff CP im K°KO0-System verletzt ist. Es liegt aber immer
noch CPT-Erhaltung vor!

Myo = Mo <2.10718
Mmgo + Myo

12.2 Zeitumkehrinvarianz
Wir wenden den Zeitumkehroperator T' an:
T [ (k)| (t:))] = (6™ (t5) " (t:))
Fir |97 (1)) = [K§™ (1)) und (62 ()| = (Kg™ (¢7)] gilt:
T aus ein 2 aus kv 2
[(RS™ (e (ta))| = [(Ka= () [Ro(ts)|
Das Ziel ist es, die Raten fiir Ko — Ko und Ko — Kg zu bestimmen:

_P(KoHKo)—P(Kob—)Ko)

AT: P(KO’_’KO)'FP(KO »—>K0)
Aoy = R0 =0 m et nwlt = 1)) — RIK(=0) e (t=0) mentplt=1)] _
O R[K(t=0)etnu(t=1)] + RIKO(t=0) e (t=0) m e mtult=7)]

= const. fiir 7 € [15,207s] = (6,6 £ 1, 3510 = 1,04y5¢) - 1072

Dies fiihrt zur T-Erhaltung bei 40.

pp — K- 7TK°

PD — Ktr K
50 KO 10K° + 10K 60t
&0 17 anw® o [Tl g0
50K 30K +20K e




