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Einleitung

Die Beschreibung makroskopischer Systeme von Teilchen, d.h. von Systemen mit grofier
Teilchenzahl N, ist mit der detaillierten Beschreibung der (klassischen oder quantenme-
chanischen) mikroskopischen Physik weder mdglich noch sinnvoll. Allein die Buchfithrung
iiber den Mikrozustand eines makroskopischen Systems zur Zeit ¢, d.h. die Angabe aller
Orte und Impulse der Atome in einer klassischen Beschreibung, bzw. aller Besetzungs-
zahlen in einer Einteilchenbasis in der quantenmechanischen Beschreibung wiirde fiir ein
typisches System mit N ~ 10?3 Teilchen viele Tonnen Datentriger erfordern.

Die Gesamtheit dieser Informationen wére aber auch viel zu detailliert. Alle denk-
baren Experimente an einem makroskopischen System kénnen nur einen verschwindend
kleinen Bruchteil dieser Gesamtinformationen abfragen.

Diese experimentell zugéngliche Information gilt es theoretisch zu erfassen. Sie be-
stimmt das makroskopische Verhalten des Systems. Es ist intuitiv klar, dafl es sich dabei
um gemittelte Eigenschaften handeln mufl. Das gilt insbesondere fiir Systeme im ther-
modynamischen Gleichgewicht, deren makroskopischer Zustand zeitunabhdngig ist. Es
ist dann naheliegend, gemittelte Grofien iiber das Zeitmittel

T

A= l/th(t)

T
0

einzufiihren. Die Hauptidee der statistischen Physik besteht nun darin, dieses Zeitmittel
durch eine Mittelung tiber Gesamtheiten

1
A= lim — ) A
g 2

zu ersetzen, also iiber N¢ identische Kopien des betrachteten Systems. Sie unterscheiden
sich dadurch, daf sie zu einem friitheren Zeitpunkt fapnfang mit beliebigen Anfangsbe-
dingungen (vertréglich mit globalen Randbedingungen wie Energie, Teilchenzahl, etc.)
anfingen, sich in den Gleichgewichtszustand zu entwickeln.

Die Gleichbedeutung von Zeit- und ,,Schar-“ Mittelung 148t sich unter bestimmten
Voraussetzungen zeigen. Die Definition der Mittelung fiir gegebene Bedingungen (Ener-
gie fest; Temperatur fest; etc.) 1aft sich relativ einfach ableiten. Die mathematische
Durchfiihrung der Mittelung ist fiir realistische Systeme sehr schwierig und kann i.a. nur
mit Ndherungsmethoden erreicht werden.

Dieses Vorgehen 148t sich auf Systeme auflerhalb des Gleichgewichtszustandes erwei-
tern, allerdings nur fiir kleine Auslenkungen bzw. fir langsam verdnderliche Erscheinun-
gen.



Es zeigt sich, daB von den 10?3 Freiheitsgraden des Systems nur eine Handvoll geniigt,
um den makroskopischen Zustand des Systems zu charakterisieren.

Die phénomenologische Theorie thermodynamischer Systeme wurde bereits im 19.
Jahrhundert vollstéindig entwickelt. Sie war Voraussetzung fiir den Bau von Wiarme-
kraftmaschinen, die die industrielle Revolution einleiteten. Die statistische Beschreibung
von Materie wurde in der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts eingefiithrt (Maxwell,
Boltzmann, Gibbs), bedurfte aber einer wesentlichen Erweiterung durch die Quanten-
mechanik. Die statistische Physik ist noch nicht abgeschlossen und gehort zu den grofien
aktiven Forschungsgebieten in der gegenwirtigen theoretischen Physik.



Kapitel 1

Thermodynamik

Die Thermodynamik ist eine phénomenologische Theorie (d.h. eine Theorie, die sich
nicht auf die mikroskopischen Grundgesetze der Quantenmechanik bezieht) makroskopi-

scher Systeme, in denen Zustandsénderungen auftreten, in denen der Wérmeinhalt eines
Systems von Interesse ist. Die Zustandsénderungen sollen hinreichend langsam ablaufen.

1.1

Begriffe und Definitionen

Ein thermodynamisches System ist jedes makroskopische System von N Teilchen

mit VN > 1.

Ein thermodynamischer Zustand ist vollstindig bestimmt durch die Angabe eines
Satzes von thermodynamischen Zustandsgrdfien wie:

Druck P, Volumen V', Temperatur 7T,

Teilchenzahl N, chemisches Potential u,

Magnetfeld g, Magnetisierung M ,

elektrisches Feld E, elektrische Polarisation P.

Man unterscheidet intensive und extensive Grolen, je nachdem, ob die Grofle un-
abhéngig von oder proportional zu der Teilchenzahl ist.

Thermodynamisches Gleichgewicht herrscht in einem System, wenn ein stabiler,
zeitunabhéngiger Zustand vorliegt.

Der Zusammenhang zwischen Zustandsgréfien im thermodynamischen Gleichge-
wicht wird Zustandsgleichung genannt,

Beispiel:  f(P,V,T)=0,

und ist vom betrachteten System abhéngig.

Eine thermodynamische Zustandsinderung kann im Gleichgewicht nur durch Ande-
rung der dufleren Bedingungen herbeigefiihrt werden. Man unterscheidet:

(i) quasistatische Zustandsédnderung: langsame Anderung, so daB das System na-
he der Gleichgewichtslage bleibt.



1.2. ERSTER HAUPTSATZ

(ii) reversible Zustandsdnderung: Prozesse, die bei Zeitumkehr in den Ausgangs-
zustand zuriickfithren (quasistatische Prozesse im Gleichgewichtszustand sind
reversible).

(iii) irreversible Zustandsidnderung: Prozesse, die bei Zeitumkehr in endlicher Zeit
nicht zum Ausgangspunkt zuriickfiihren.

(iv) isotherme Zustandsédnderung: bei konstanter Temperatur gefiithrte Prozesse.
(v) adiabatische Zustandsdnderung: Prozelablauf ohne Wirmeaustausch mit der

Umgebung.

e Jedem thermodynamischen System wird ein Warmeinhalt (@ zugeordnet, der bei
Temperaturerh6hung grofler wird:

0Q =C 6T (C = Wirmekapazitét )
e Ein thermodynamisches System kann thermodynamische Arbeit leisten, gegen Kréfte

oder Felder, die auf es einwirken. Mechanische Arbeit wird z.B. bei der Bewegung
eines Kolbens gegen einen dufleren Druck P geleistet,

§W =PdV Ve E

wenn das Volumen des Systems sich um dV &ndert.

P

Magnetische Arbeit wird bei der Anderung des Magnetfeldes B von einer Probe
mit Magnetisierung M geleistet

— —

oW = M dB.

Ahnlich bewirkt die Anderung des elektrischen Feldes, angelegt an eine Probe mit
elektrischer Polarisation P, eine Arbeit

— —

oW = PdE.

e Ein Wirmebad ist ein Warmereservoir, das auf einer konstanten Temperatur T
gehalten wird.

1.2 Erster Hauptsatz

, Wérme ist eine Form von Energie®

Energieerhaltungssatz

Wir betrachten eine beliebige infinitesimale Zustandsénderung mit
(i) aufgenommener Wirmemenge 6@

(ii) geleisteter duflerer Arbeit 6W



1.3. ZWEITER HAUPTSATZ

(iii) Anderungen der Teilchenzahl dN

Die Anderung der thermodynamischen ,inneren“ Energie U p
ist
1 E
dU = 6Q — 6W + pdN.
Da die ,jinnere“ Energie U und die Teilchenzahl N Erhaltungs-
grofen sind, ist ihre Anderung dU bzw. dN zwischen gegebenen
Anfangs- und Endzustinden unabhingig vom Prozeweg:

/dU:/dU ; 1/dN:2/dN.

1 2

Konsequenz: Integrale iiber Kreisprozesse (geschlossene Kurven) sind Null:

jde:o : yfdzv:o

U und N sind Zustandsgrofen.
= dU ist vollstindiges Differential; z.B. fiir U(T,V,N) gilt

oU oU oU
v = (a—ﬁvﬁ“ (W)md” (a—N>T,VdN

mit den partiellen Ableitungen

<6U> dU(T,V, N)
— = ——F = etc.
T )y

or

(6Q und dW sind keine vollstdndigen Differentiale).
Mit dem Ausdruck fiir 6/ im Falle mechanischer Arbeit

oW =PdV

ou ou
P=- <—> ) ebenso pu = <—> .
OV ) so=on ON Jso—ov

1.3 Zweiter Hauptsatz

folgt

Es gibt keine thermodynamische Zustandsédnderung, deren einzige Wirkung dar-
in besteht, daf3
(i) eine Warmemenge einem Wérmespeicher entzogen und vollsténdig in Ar-
beit umgesetzt wird.

(ii) eine Wiarmemenge einem kélteren Wérmespeicher entzogen und an einen
wérmeren Warmespeicher abgegeben wird.

Thermodynamische Maschine: Kreisprozefl, wobei



1.3. ZWEITER HAUPTSATZ

a) Wirmemenge ()~ aus einem Wirmespeicher aufgenommen wird
b) Wirmemenge Q- an einen Wirmespeicher abgegeben wird
c) Arbeit W > 0 geleistet wird

Carnot-Maschine: Reversibler Kreisprozel mit 4 Stufen (ideales Gas)

AU =0=AQ — AW
AW = geleistete Arbeit = j{ PdV

AQ=Q12+ Q31  (Q2:im ProzeB (1 — 2) aufgenommene
Wirme, etc.)

Wirkungsgrad einer thermodynamischen Maschine

wobei Qg3 = —Q34 >0 die im Prozel (3 — 4) abgegebene Wirme ist.

e Carnotmaschine ist effektivste Warmekraftmaschine, d.h. n is maximal

Beweis: Gegeben sei eine Warmekraftmaschine A und eine
Carnot-Maschine B mit n4 > np. Benutzung von B als
Kiihlmaschine wiirde Wéarme von T nach T- trans-
ferieren — Widerspruch zum 2. Hauptsatz.

AWy AWy
NA= —=7 WB:—BHQf2<Q1192
Q12 12
e Alle Carnotmaschinen mit gleichem T-, T haben gleichen Wirkungsgrad
(Beweis wie oben)

- 1—77_%:f(T>,T<)

Qe

Bestimmung von f durch Betrachtung gekoppelter Carnot-Maschinen:

Q s
Q—i = f(T-,Twr)

% = f(Tm,T<)

o (1) = g

= f(TMaT<)f(T>aTM)
Diese Funktionalgleichung fiir f hat die Losung

9(T>)
9(T<)'

f(T>’T<) =



1.3. ZWEITER HAUPTSATZ

Wegen 0< f<1 muB g(T) eine monoton fallende Funktion sein. Die Para-

metrisierung

a T
T)=— d.h. = =
9(T) : f T

definiert die sog. Kelvin- Temperaturskala fir T'.

(Das so definierte 7" stimmt mit 7' = PV/nR der Zustandsgleichung des idealen
Gases iiberein, denn der Wirkungsgrad einer Carnotmaschine mit idealem Gas als

Arbeitssubstanz ist gerade n =1 — T /T1%)

Definition der Zustandsgréflie Entropie

Fiir jeden Carnotprozefl gilt P
T.
Qus _ Qau _To . Qi Qu_,
Q12 Qi T- T I-

Jeder beliebige reversible Kreisprozef} 148t sich aus unendlich vie-
len infinitesimalen Carnotprozessen aufbauen. Die im Inneren des
Bereichs ausgetauschten Warmemengen benachbarter Carnotpro-

zesse kompensieren sich, es bleiben nur die Randbeitréige iibrig

f-

0
ds = ?Q ist vollstdndiges Differential einer ZustandsgroBe S

1Ace
w»Entropie

Kreisprozesse mit irreversiblen Vorgéngen besitzen geringeren Wirkungsgrad als der

Carnot-ProzeB: (alle Prozesse mit realen Systemen, die in endlicher Zeit ablaufen)

Q@34 T
irr — 1 +—< 1——
! Qu T
Daraus folgt
oQ
— <0
7{ T "
bzw. fiir die Zustandséinderung 1 — 2
2 50 2 50 2
— < | == [dS=AS
r<[7=/
1 1 1
1rr rev rev

In einem thermisch isolierten System (6@ = 0) kann die Entropie nicht abnehmen:
AS >0

Daraus folgt (bei festgehaltenen #ufleren Parametern)



1.4. DRITTER HAUPTSATZ

Im thermodynamischen Gleichgewicht nimmt die Entropie S ihren Maximalwert
an.

Fiir ein offenes System gilt:

6Q
>
dS_T

wobei dS' die Entropieinderung bei Durchlaufen reversibler Prozesse ist.

1.4 Dritter Hauptsatz

Die Entropie jedes abgeschlossenen thermodynamischen Systems, das einen nichtentar-
teten quantenmechanischen Grundzustand besitzt, geht fiir 7' — 0 gegen Null

%LH%]S(T) =0

1.5 Thermodynamische Fundamentalbeziehung
Aus dem 2. Hauptsatz folgt fiir reversible Prozesse
0Q =TdS

und damit aus dem 1. Hauptsatz
1 P W
ds = TdU%—?dV—?dN

Die Ableitungen von S nach U, V, N sind damit

oS\ _1  (es\ _P  (05\ _
u)yy T 7 \oV/)yy T 7 \ON)yy, T
S ist eine Funktion der natirlichen Variablen U, V, N, die extensive Groflen sind, d.h.
proportional zum Volumen sind.

— S ist ebenfalls extensive Grofie

Dann gilt die Skalenrelation bei Anderung der Systemgréfie um einen Faktor A
S(AU,A\V,AN) = AS(U,V,N)
woraus durch Ableitung nach A mit A — 1 folgt

d oS a8 a8
a()\S)ZS:@U—FWV-Fa—NN

und daraus die ,thermodynamische Fundamentalbeziehung®

|TS=U+ PV —pN

10



1.6. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE

Aus dem Differential der Fundamentalbeziehung
7dS+SdT'=dU+ PdV +VdP — udN — Ndu

und dem 1. Hauptsatz folgt die Gibbs-Duhem-Beziehung

S v
dp= —2dT + —dP
p="yU Tty

Das chemische Potential pu ist also eine Funktion der natiirlichen Variablen T', P.

1.6 Thermodynamische Potentiale

Die Zustandsfunktion Innere Energie U kann als thermodynamisches Potential aufgefafit
werden, denn sie beschreibt die Eigenschaft eines thermodynamischen Systems, potenti-
elle Energie zu speichern.

Beispiel: Kolben im gasgefiillten Zylinder bei thermischer Isolierung

1. Hauptsatz:
AU =AQ - AW — =AW

(AW : mechanische Arbeit)

Minimaleigenschaft

Fiir irreversible Prozesse gilt mit 6Q < T dS
AU§/TdS—AW+/,udN
d.h. im abgeschlossenen System mit .S, V, N = const. gilt

(AU)syn <0

= Im Gleichgewichtszustand ist U minimal

Beziehungen zwischen thermodynamischen Ableitungen

Aus
dU =TdS — PdV + udN

folgt mit U = U(S,V, N)

oU oU oU
T‘(%M ’ P—‘(W)SN ’ “‘(a—zv>sv

) )

11



1.6. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE

durch weitere Ableitung und Beachtung von agﬂggg’) = agy(gf) erhilt man die Mazwell-

Relationen
oT B oP
oV )sn N oS )y N
oT ([ On
ON S,V a a5 V,.N
ory (o
ON ) gy N oV )gn
Die innere Energie U ist das geeignete thermodynamische Potential zur Beschreibung
von Prozessen mit gegebenem S, V, N.

Es ist niitzlich, weitere Potentiale zu definieren, mit anderen natiirlichen Variablen.
Grundsétzlich ist dies durch eine sog. Legendre- Transformation zu erreichen:

9 d
flz,y): df =&dz+ndy ; gza_it’n:a_ch

F(z,n)=f-ny: dF ={dz+ndy—ndy—ydn=_Edz —ydn
e Enthalpie:

H(S,P,N)=U+ PV = ST + uN
— dH=TdS+VdP+pudN

fiir Prozesse mit gegebenem Druck P, statt V
e Helmholtz’sche Freie Energie:

F(T,V,N)=U —TS = —PV + uN
— dF =-8dT — PdV + pdN

fiir Prozesse mit gegebener Temperatur 7', statt S
e Gibbs’sche Freie Energie: (freie Enthalpie)

G(T,P,N)=U — TS + PV = uN
— dG =-SdT +VdP + pdN

fiir Prozesse bei gegebenem T und P
e Grofles Potential:

AT, V,u)=U—-TS — uN = —-PV
— dQ=-SdT - PdV — Ndu

fiir Systeme mit variabler Teilchenzahl, z.B. Quantensysteme von Quasiteilchen
(Phononen im Festkorper)

Im Gleichgewichtszustand nehmen alle diese Potentiale ihren Minimalwert an.

12



1.7 THERMODYNAMISCHE RESPONSEFUNKTIONEN

1.7 Thermodynamische Responsefunktionen

Die Reaktion eines thermodynamischen Systems auf zeitunabhéngige ,,thermodynami-
sche Krifte“ wird durch die Ableitung der thermodynamischen Potentiale beschrieben.

Thermische Responsefunktionen

Von grofitem Interesse sind die thermischen Responsefunktionen oder spezifischen Wirmen
C, die die Anderung des Wirmeinhalts eines Systems (pro Volumen oder pro Masse) bei
Anderung der Temperatur angeben:

5Q . dS
= — = T—
C=ar~Tar

Dabei ist zu spezifizieren, welche anderen Variablen festgehalten werden. Fiir das P-V-
System unterscheidet man:

oS 0*F OH
Cv=T <6_T>V,N =T <W>V,N = (a—T>V,N >0

08 0%G OH
Cr=T <a—T)p,N = (W)RN - <a—T>P,N >0

2

0°F
Bemerkung: Stabilitét (2. Hauptsatz) erfordert 772 < 0, etc. . Somit sind F und G

konkave Funktionen von 7. Ein System mit negativer spezifischer Wérme ist instabil,
da sich ein Gebiet mit erhoéhter Temperatur weiter aufheizen wiirde, anstatt sich auf die
Gleichgewichtstemperatur abzukiihlen.

Mechanische Responsefunktionen

e Anderung der Volumens bei Druckiinderung:

Kompressibilitit r, isoterm oder adiabatisch:

LoV _ 1o\ __1 (PG
r V\oP), n\oP), V\oP?),
ST ovi\or)y  V\oP?)g

wobei N = const. und n = % gesetzt wurde.

=
Il

e Anderung des Volumens bei Temperaturinderung:

Thermischer Ausdehnungskoeffizient «:

a, = L (V) _ L]0 (9G
PTVANOT)p  V [OT \OP) ;]

Dieser kann gréfler oder kleiner als Null sein.

13



1.7 THERMODYNAMISCHE RESPONSEFUNKTIONEN

Identitidten zwischen mechanischen und thermischen Responsefunktionen

Es gelten folgende Beziehungen:

Cp _ g
CV_H:S
2
(6%
Cp—Cy=T-V.-2
K/T

>0

Cp > Cy, da bei P = const. Volumenénderung auftritt, die zu zusétzlichem Arbeitsauf-

wand fiithrt.

Magnetische Responsefunktionen

e magnetische Suszeptibilitdt:

_ (OM
Xrrs =\ 9B T/8

o Temperaturkoeffizient der Magnetisierung:

_ (oM
“=\or ),

14



Kapitel 2

Grundlagen der Statistischen
Physik

2.1 Ziel und Methode der Statistischen Physik

Im Rahmen der statistischen Physik wird versucht, die makroskopischen Eigenschaften
von Systemen vieler Teilchen aus den mikroskopischen Bewegungsgesetzen abzuleiten.
Von besonderem Interesse sind nichtabgeschlossene Systeme, die mit einem Reservoirsy-
stem (z.B. ,Warmebad*) Energie bzw. Teilchen, Impuls, etc. austauschen kénnen. Die
Gleichgewichtseigenschaften solcher Systeme, sowie das Verhalten bei langsamen r&umli-
chen und zeitlichen Anderungen werden phinomenologisch beschrieben durch die Ther-
modynamik, sowie die Mechanik bzw. die Elektrodynamik der kontinuierlichen Medien.
Ziel der statistischen Mechanik ist

(i) die Begriindung der Struktur der ph#nomenologischen Gleichungen (Hauptsétze
der Thermodynamik, Zustandsgleichungen, hydrodynamische Gleichungen, Max-
wellgleichungen in Materie)

(ii) die Berechnung von Gleichgewichtsgrofien wie Energie, Druck, aber auch Struktur
(langreichweitige Ordnung), Phasendiagramme

(iii) die Berechnung thermodynamischer Responsefunktionen und Transporteigenschaf-
ten
(iv) die Berechnung mikroskopischer Eigenschaften (dynamische Strukturfunktion)

aus der mikroskopischen Dynamik.

2.2 Reine und statistische Zustinde

Wie in der Einleitung ausgefiihrt wird eine statistische Beschreibung angestrebt, in der
die Wahrscheinlichkeit W (n) eingefiihrt wird, das System in einem bestimmten reinen
mikroskopischen Zustand |n) zu finden.

Fiir ein klassisches System ist |n) gegeben durch die Gesamtheit der Orte und Impulse
aller Teilchen :

In) = {7, pi})

15



2.2. REINE UND STATISTISCHE ZUSTANDE

und damit
W(n) = W({ri, pi}) -
Fiir ein Quantensystem sind |n) normierte Quantenzustéinde des betrachteten Sy-

stems aus N Teilchen im Volumen V im Grenzfall V' — co. Man ist vorwiegend an den
stationdren (Energieeigen-)Zustéinden interessiert, die definiert sind durch

Eigenschaften der statistischen Wahrscheinlichkeit W (n)
e Positivitit: W(n) >0

e Normiertheit: Z Wi(n)=1
und damit W(n)<1.

Interpretation der Wahrscheinlichkeitsverteilung W (n)

Wir definieren eine statistische Gesamtheit als die Menge von N identischen Kopien
des Systems (Ng — ), die bestimmte Nebenbedingungen erfiillen, z.B. gegebene Ener-
gie, Teilchenzahl, etc. besitzen. Unter diesen sollen Ng, Systeme im mikroskopischen
Zustand |n) vorliegen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal das System sich im Zustand
|n) befindet ist dann
W(n)= lim N6
Ng—o0 NG
Die Gesamtheit ist in einem makroskopischen System im ther-
modynamischen Limes (Volumen— o0) realisiert, indem das Sy-
stem in Ng Untersysteme aufgeteilt wird, die im Limes Volumen
Ve — oo voneinander unabhéngig sind (Oberflichenbeitrige geben 14
verschwindenden relativen Beitrag). Makroskopische Grofien werden i|W
durch Mittelwerte iiber die W (n) berechnet,

(X) =23 (n] X |n) W(n)

n

ilw

wobei (n| X |n) der quantenmechanische Erwartungswert des Operators X im Zustand
|n) ist. Die Mittelwerte sind nur dann aussagekréftig, wenn die Schwankungen klein sind,
also

(X = (x))?) < ((x))”

Diese Bedingung ist, wie spéter gezeigt wird, erfiillt, wenn das betrachtete System als zu-
sammengesetzt aus sehr vielen gleichwertigen Untersystemen beschrieben werden kann.
Fiir die interessierenden Systeme ist das der Fall.

Damit 148t sich die Aufgabe der statistischen Physik etwas genauer formulieren als

(i) Ableitung der Wahrscheinlichkeitsverteilung W (n) fiir einen gegebenen makrosko-
pischen Zustand: Zustandsfunktion W (n) (spéter: stat. Operator)
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2.3. ENTROPIE UND WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

(ii) Berechnung von Mittelwerten beobachtbarer Grofien

Dieses Programm ist bisher nicht vollstéindig durchgefiihrt worden. Man kennt zwar
die W(n) fir Gleichgewichtszusténde, fiir Nichtgleichgewichtszustéinde kann man aber
bisher nur Ndherungen fiir kleine Abweichungen vom Gleichgewicht, bzw. fiir langsame
Anderungen des Zustands in Raum und Zeit angeben. Die analytisch exakte Berechnung
thermodynamischer Mittelwerte im Gleichgewicht ist andererseits nur fiir einige Modell-
systeme moglich. Man ist auch hier weitgehend auf Ndherungsmethoden oder numerische
Simulationen angewiesen.

2.3 Entropie und Wahrscheinlichkeitstheorie

Die GroBle Entropie spielt in der Thermodynamik eine zentrale Rolle. In der mikro-
skopischen Physik ist dieser Begriff nicht definiert. Entropie 148t sich also nicht durch
Bildung des Erwartungswerts eines gegebenen Operators berechnen, d.h. ist nicht eine
Eigenschaft der Dynamik des Systems, sondern muf} eine Eigenschaft der Wahrschein-
lichkeitsverteilung W (n) sein.

Definition und Verkniipfungen von Wahrscheinlichkeiten

Wir betrachten eine Folge von M gleichwertigen Versuchen. Jeder Versuch hat als Er-
gebnis ein bestimmtes Ereignis |n). Es soll N mogliche verschiedene Ergebnisse geben
(z.B. Zahlen 1,2,...,6 eines Wiirfels). Die Wahrscheinlichkeit W (n) bei einem Versuch
das Ereignis |n) zu finden ist definiert als relative Haufigkeit

Wy =— , M,, = Zahl der Versuche mit Ergebnis |n)

Normierung:

> W, =1

Kombinierte Ereignisse: Die Wahrscheinlichkeit, beim ersten Versuch |n) und beim
darauffolgenden |m) zu finden ist

Mun _ M My _ My My

W’Hm:M—MnM_MM

= WinWh )
wobei die Unabhéngigkeit der Versuche vorausgesetzt wird.

Korrelierte Ereignisse: Bei Ereignissen die nicht unabhéngig sind (z.B. Herausgrei-
fen von Kugeln verschiedener Farbe und verschiedenen Gewichts aus einem Reservoir,
wobei ein Ereignis durch beide Merkmale |m) und |n) charakterisiert ist) ist es niitzlich,
die sogenannte bedingte Wahrscheinlichkeit Wy, einzufiihren, als Wahrscheinlichkeit
dafiir, dafl Merkmal |m) auftritt, wenn |n) mit Sicherheit vorliegt:

M,

mln

My,

Wm|n =

17



2.3. ENTROPIE UND WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Hier ist M,,, die Zahl der Ereignisse mit Merkmalen |m) und |n).
Normierung:

> W = 1.

m

Die Wahrscheinlichkeit sowohl |m) als auch |n) zu finden ist
Wm,n = m|an = Wn|me
Normierung:
> Winn =1
n,m
Die Ereignisgruppen |n) und |m) sind statistisch unabhingig wenn gilt:

Wm|n = Wm = Wm,n = WmWn

Entropie als Mafl der Unbestimmtheit

Definition der Entropie S als skalare Funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung W,
die den Unbestimmtheitsgrad beschreibt.

Forderungen:
(i) S>0, und S =0 falls W, = 6 n,
(i) S =S(Wy,Wa,...,Wy), symmetrisch in den W,

(iii) fiir zusammengesetzte korrelierte Ereignisse soll gelten

S{Wnm}t = S{Wn} + Z WnS{Wmm}

Dieser Zusammenhang erfiillt die Forderungen:

(a) S{Wn,m} > S{W,}
(b) S{Whm}=S{W,} falls W, = 0 (feste Zuordnung von |m) , |n))
c) S{Wpm} = S{W,}+ S{W,,} fiir unabhéingige Ereignisse |n) , |m)

(
Durch (i)-(iii) ist die funktionale Form von S festgelegt.

Annahme: Nur Ereignis |1) sei durch weitere Merkmale |m) gekennzeichnet.

Dann gilt
S({Wlwm‘l}, Wo, .. ) = S(Wl, W, ) + WlS{Wm|1}

Dies ist erfiillbar, wenn

S{Wa} =3 fu(W) ¥ S p (W)

18



2.3. ENTROPIE UND WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Somit ergibt sich eine Funktionalgleichung fiir f :
> FWWo1) = FW) + W1 Y f(Wiap)

Diese wird gelost durch den Ansatz

Man bekommt

(1) [ 32 g(WiWopn) = 9(W1)| + D (Wonpa) [ 9(WiWong1) = Wi g(Woy1)| = 0.

m

Diese Gleichung ist erfiillt fiir g(x) ~ z, denn
> WiWpy — W1 =0
m

S 1(Wong1) [Wi Wt = WiWops | = 0

Damit ist der allgemeine Entropieausdruck:

S{W,}=8=—-k Z Wy In(W,)| wobei k>0

Maximale Entropie: Im Falle N verschiedener Ereignisse wird der maximale Wert
von S erreicht fir die Gleichverteilung W,, = %

Smax = kIn N
Zum Beweis untersuchen wir die Differenz Sy, — S:

SmaX—S:klnN+kZWnann

:k[ZWnlnN—i—ZWnann—kz%—l]

=1 -0
kY W, [ln(NWn)+ N;V —1} .

Unter Verwendung, dafl % -1> ln% fir x > 0 ist, folgt
Smax - S Z 0 ’

und damit handelt es sich bei Sax tatséchlich um ein Maximum.

Anmerkung: Spiter wird gezeigt, dal die so definierte Entropie von W, mit der
thermodynamischen Entropie im Gleichgewichtszustand iibereinstimmt.
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2.4. ENTROPIE IN DER STATISTISCHEN PHYSIK

2.4 Entropie in der statistischen Physik

Es ist naheliegend, den oben definierten Begriff der Entropie einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf die Verteilung der mikroskopischen Zusténde in einem makroskopischen
System, W (n), anzuwenden.

Postulat:

Einem beliebigen Makrozustand mit Zustandsfunktion W (n) ist die Entropie

SEW M) = =k S W(n) W (n)

zugeordnet. S wird mazimal fiir die Zustandsfunktion W™ (n), die den ther-
modynamischen Gleichgewichtszustand unter den gegebenen Nebenbedin-
gungen beschreibt. S ist dann gleich der thermodynamischen Entropie. Die
Konstante k wird als , Boltzmannkonstante“ bezeichnet:

J
k~138-10"1628 —1358.10728 2
K K

Additivitat der Entropie

Fiir ein System, das aus zwei unabhéngigen Teilsystemen besteht, gilt
W(n) = W1 (nl) WQ(')”LQ)
mit
> Wrn)=1 und > Wi(m)=1=Y Wa(ns).
ni n2
Dann ist

SV =~k Y Wl(nl)wg(ng)[lnwl(m) —i—ang(ng)]

ni,n2

= _k[z Wi(ng) InWi(ny) + Z Wa(n2)In W2(”2)}

= S{W1i(n)}) + S{Wa(n2)}) -

S ist also eine extensive Grofie.

2.5 Thermodynamisches Gleichgewicht fiir ein abgeschlos-
senes System

Die statistische Gesamtheit abgeschlossener Systeme wird als mikrokanonisch bezeich-
net. Fiir ein abgeschlossenes System hat die Energie einen festen Wert F. Es gilt also

W(n)=0 falls E,#FE
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2.6. THERMODYNAMISCHES GLEICHGEWICHT FUR OFFENE SYSTEME MIT
ENERGIEAUSTAUSCH

Das Maximum von S ist also zu suchen unter den Nebenbedingungen F,, = E, bzw.
/
Y Wm)y=d) Whn)=1
n n
En.=E

Dieses Extremalproblem mit Nebenbedingung 1483t sich mit Hilfe der Lagrange-Multiplikator-
Methode in ein uneingeschrianktes Extremalproblem iiberfiihren. Wir definieren ein er-
weitertes Funktional S,

Sar({W(n)}, ) = max{—k S W (n) W (n) + A[Z' W(n) — 1} }

dessen Maximum durch die Extremalbedingungen (Euler-Gleichungen)

oSy B

bestimmt wird. Es ergibt sich bei Beriicksichtigung der Normierung die mikrokanonische
Zustandsfunktion

1
—— , allenmit £, =F

0 , sonst

/
wobei Q(E) = Z 1 die Zahl der Zusténde |n) mit Energie E ist. Die Entropie ist
n

dann gegeben durch
Suy(E)=knQ(FE) .

Wie man sich leicht iiberzeugt, ist .S maximal.

2.6 Thermodynamisches Gleichgewicht fiir offene Systeme
mit Energieaustausch

In der Regel sind die betrachteten Systeme nicht abgeschlossen, sondern stehen in Kon-
takt mit einem Wérmebad. Dann sind zwar Zustédnde mit beliebiger Energie zuléssig,
aber durch die vorgegebene Temperatur T des Wiarmebads wird der Mittelwert der
Energie kontrolliert:

(B) =3 B, W(n)

Dies ist die sog. kanonische Gesamtheit.
Das Maximum der Entropie ist also zu suchen unter der Nebenbedingung

Z Wi(n)=1 und (E) = const.
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2.6. THERMODYNAMISCHES GLEICHGEWICHT FUR OFFENE SYSTEME MIT
ENERGIEAUSTAUSCH

d.h. es ist das Funktional zu maximieren:

Sic(W(n), A,m) = D7 [—kW (0) In W (n) + AW (1) + 1B, W (n) = A = n (E)
Losen der Euler-Gleichungen

8Sx
W (n)

=0=—klnW(n)—-k+X+nE,

fiihrt zur kanonischen Zustandsfunktion

1
Wthn) = Wi (n) = — e En/kT
ZK

wobei n = —1/T gesetzt wurde und T zunéchst unbestimmt ist, mit der kanonischen

Zustandssumme
ZK = ZefE"/kT .
n

Die Helmholtz’sche Freie Energie ist damit

F=(E)~TS
E,
=S EWk(n) + kT Wi(n) [— In Zg —
= —]CTIHZK

Umgekehrt gilt
L = e FIKT

Anschlufl an die Thermodynamik:

1. Wir betrachten eine reversible Zustandsianderung, die durch Anderung des Para-
meters T erfolgt,
T — T4dT.

Anderung der Energie:
d(E) =) E,dWk(n)

Anderung der Entropie:

dS = -k dWg(n)[InWk(n) + 1]
=—kY dWk(n) [—kE—j’i —~InZg +1

Aus der Normierung von Wi (n) folgt >, dWgk(n) = 0 und damit

1 1
dS:T;EndWK(n):Td<E>
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2.6. THERMODYNAMISCHES GLEICHGEWICHT FUR OFFENE SYSTEME MIT
ENERGIEAUSTAUSCH

Es gilt also der thermodynamische Zusammenhang
dU =TdS,

wenn man 7" mit der absoluten Temperatur identifiziert, (F) mit der inneren Ener-
gie U, und S mit der thermodynamischen Entropie.

2. Stabilitédtseigenschaft thermodynamischer Responsefunktionen:

Spezifische Warme:

8 —En/kT

Cy = T

= o7 Z
o En/kT
= Wzn: (EZ — E, (E)) 7

(e (5)) =0

3. AuBere Kriifte:
Mechanische Kopplung, etc. , fithrt zu Anderung der Dynamik

H — ﬁ+dﬁ[:ﬁ[+%—Hda,
a

wobei a ein duflerer Parameter ist (z.B. Volumen, Magnetfeld, etc.). Damit ergeben
sich Anderungen der Energieeigenwerte

H
E, — E,+dE, dEn_<|%—|n>

und der Zustandsfunktion W (n). Fiir die Anderung der Entropie und der inneren
Energie folgt

S=—kY _ dW(n)lnWk(n ZdW

ZE dW (n ZWK

:TdS+ZWK(n <n\—]n> a

Beispiel: Anderung des Volumens: da = dV
d(F)=TdS - PdV

mit der Definition fiir den Druck
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2.7. THERMODYNAMISCHES GLEICHGEWICHT FUR OFFENE SYSTEME MIT
ENERGIE- UND TEILCHENAUSTAUSCH

Interpretation: Gefaflwand wird durch Potential Viy beschrieben

N

H = Ho—i—ZVW(FZ‘),
i=1

wobei 7; der Ortsoperator des Teilchens ¢ ist. Bei infinitesimaler Verriickung der

Wand R — R + d# folgt:

dH = EN:(%VW) 4z = ENj(n : %VW) dz

i=1 i=1

wobei n der Normalenvektor auf die Wand und ﬁﬁ. Vi der Operator der Kraft auf
Teilchen i ist (die nur auf der Fliche der verschobenen Wand wirkt!). Der auf die
Wand ausgeiibte Druck (= Kraft/Fliche) ist

N
P==> Wk(n) (n| % > a- Vi Viv n)
n =1
—_ ;WK(n) (| %%—Z 0,

wobei F' die Wandfléche ist, und dV = Fdzx.

2.7 Thermodynamisches Gleichgewicht fiir offene Systeme
mit Energie- und Teilchenaustausch

Fiir die Beschreibung quantenmechanischer Vielteilchensysteme ist es niitzlich, das Kon-
zept eines Teilchenreservoirs einzufiihren. Falls die betrachteten Teilchen nicht stabil
sind, die Teilchenzahl N also sogar im abgeschlossenen Systeme nicht erhalten ist (Photo-
nen, Phononen, etc.), ist es sogar unvermeidlich, so vorzugehen. Die Gesamtteilchenzahl
ist dann nur im Mittel festgelegt

(N) =" N,W(n)

und die Summation iiber |n) erstreckt sich tiber Zustédnde mit beliebiger Teilchenzahl
N,,. Man 148t also Energie- und Teilchenaustausch mit dem Reservoir zu. Dies ist die
grofikanonische Gesamtheit.

Die Zustandsfunktion des Gleichgewichtszustands ergibt sich durch Bestimmung des
Maximums des erweiterten Entropiefunktionals

Se(Was A &) =Y [—k;W(n) In(W (n)) + AW (n)

n

+ 1B W (n) + ENLW (n)] = A= (B) — € (N)
unter den Nebenbedingungen

(E) = const. und (N) = const. .
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2.7. THERMODYNAMISCHES GLEICHGEWICHT FUR OFFENE SYSTEME MIT
ENERGIE- UND TEILCHENAUSTAUSCH

Man findet dadurch die groffkanonische Zustandsfunktion

1
WG'(TL) = Z_G e_(En_MNn)/kT

wobei £ = —u/T gesetzt wurde, mit der Zustandssumme

Zg =3 e BrnNnl AT
n
Der Zusammenhang mit Zx ist gegeben durch

0o
Za = Z Z}(N) e+,uN/kT ,
N=0

wobei Z}N) die kanonische Zustandssumme des N-Teilchensystems ist (Fugazititsent-
wicklung, wobei exp(u/kT) = Fugazitit).
Interpretation von p

Wir betrachten eine Zustandsidnderung, bei der sich 7' und p #ndern, die Dynamik
(Hamiltonoperator) aber ungeéndert bleibt:

By uNn}

dS =~k ) dWe(n)lnWe(n) = kY dWe(n) [k:T kT

Mit den Relationen
dE)=dU =Y E,dWg(n) und  d(N)=dN =) N, dWg(n)

folgt
d(F)=dU =TdS + pdN

und damit die Identifizierung von g mit dem chemischen Potential.
Z¢ hingt in einfacher Weise mit dem groflien thermodynamischen Potential €2 zu-
sammen:

Q = U-TS—uN
- Y W) [En — 4N, + kTn W(;(n)]
= —kT InZg

Umgekehrt gilt:
T = o UKT
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2.8. THERMODYNAMISCHE FUNKTIONALE UND STABILITAT

2.8 Thermodynamische Funktionale und Stabilitét

Die gefundenen Gleichgewichtszustdnde sind global stabil, d.h. sie fithren zum absolu-
ten Maximum der Entropie. Fiir alle Zustéinde, die z.B. der Nebenbedingung U = (E)
geniigen, ist ndmlich

K =—k Y Wi(n) nWg(n :—kZW ) In Wi (n)

wobei W (n) eine beliebige Zustandsfunktion ist, die den Nebenbedingungen
> WmE,=U , > W(n)=

geniigt. Dann ist

s s S 2}
</<:ZW [ )) 1}:0.

In der Thermodynamik kann man zeigen, dafl das jeweilige thermodynamische Po-
tential im Gleichgewicht minimal wird. Es 148t sich ein Funktional definieren, das diese
Eigenschaft besitzt und im Minimum gleich dem oben bestimmten Gleichgewichtswert
wird. Fiir die Helmholtz’sche freie Energie ist dies:

=Y W) | By + kT W(n)| .

Es gilt also:
FW(n)}) = F(Wk(n)}) -

26



Kapitel 3

Ideale Systeme

3.1 Mittelwerte und Korrelationen von Spinsystemen

Wir betrachten ein System aus N Spins s = 1/2 im Magnetfeld B (allgemein: Zwei-
Niveau-System). Das magnetische Moment eines Spins sei po. Dann ist die Gesamtenergie

N
1
E({si}) = - ZQSWOB , si=Eg
1=1
wobei {s;} die Spinkonfiguration angibt. Insgesamt kann E folgende Werte annehmen:

E = —muoB mit m € {—N,—-N+2,...,N}.

Mikrokanonische Gesamtheit Abgeschlossenes System

E ist fest vorgegeben (mikrokanonische Gesamtheit). Alle Zusténde zu gegebenem m
haben jeweils

1 1
NT:§(N+m)Spins T und Nl:§(N—m)Spins L, Nt+N =N
Also ist die Anzahl der moglichen Zusténde fiir gegebenes m
N! N
Q(N,m) = L

(N;—m)!(Ngm)! - NT!Nl!

Im thermischen Gleichgewicht gilt:

1
_ = .
W) = &
Der Mittelwert eines Spins (z.B. s1) ist gegeben durch

(51) = % [N(s1 = 1/2) = N(sr = -1/2)

mit
1
N(s; = £1/2) = Anzahl der Spinkonfigurationen mit s; = +—

2
=Q(N-1,m=F1)
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3.1. MITTELWERTE UND KORRELATIONEN VON SPINSYSTEMEN

und damit
1m

=5
Die Schwankung um den Mittelwert ergibt sich als

<(31 - <81>)2> = (s2) — (s1)% = % (1 - X;—i)

wobei 11 1
2
— >~ |N(sy =1/2) + N(s; = -1 2}:_
(1) = 7155 [N (s1 = 1/2) + N(s1 = —1/2)| = §
benutzt wurde.
Wir betrachten Korrelationen der Spins, z.B. s1 und so, die durch Erwartungswerte
von Produkten von Spinvariablen erfait werden. Mit der Zahl der Konfigurationen

n (s150 =1/4) Q =QN —-2,m —2)
1 (s152 = 1/4) QuZQ(N—Q,m+2)
511 (s1s52 = —1/4) O =Qpp = QN —2,m)
folgt
_ I 19y +9Q,-20 1 m*-N
(s5150) = ;(5152)115 =1 aW.m = INO D)
Q) _ _ N+m N+m—2
(Z.B. il AN —2,m —2) =2 2 ) etc.)
Q Q(N,m) N(N -1)

Korrelationsfunktionen sind definiert durch
((s1=(s1)) (52— (s2))) = (s182) — (s1) (s2)
1 m\ 2 1 N—oo
= ((F) Uy o

Bemerkung: Korrelationen entstehen durch Nebenbedingung E = const.

Kanonische Gesamtheit

Mit der Zustandsfunktion

N

1 1 240B
W — En/kT _ ,
K ZKe 7 exp T ZSZ

ergibt sich fiir die Zustandssumme

ze=( % S )ew <%§j> = (@)™

s1=%£1/2 s2

wobei Zj die Zustandssumme eines Spins darstellt:

2u0B B
Zy = Z exp( 'Z; 5) :2cosh'l;€0—T.
s==£1/2
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3.2. THERMODYNAMIK DES SPIN-MODELLS

Die Zustandsfunktion Wy separiert also in ein Produkt iiber alle Spins

HN (i) HN 1 2uoB
o i=1 - i1 2o o < kT Sl>

und damit ist

(sisg) = (si) (s5) ((si = (s))(s5 = {sp))) =0, i#]

Fiir den Mittelwert eines Spins ergibt sich

i 1 B
(si) = Z S WI(() = - tanh 222
s;==%1/2

und fiir die Schwankung von dem Mittelwert

(Asi)Q _ <(Sz _ <3Z>2)> _ % — <si>2 _ i <Cosh2 'L;f—f>_1

Die Schwankung um den Mittelwert des Gesamtspins einer Gruppe von v Spins,

v
s =>"s,
i=1
ist gegeben durch

(80 = (s = (s1))") = (s = s0)°)

Mit <s(” )> = v (s;) folgt fiir die relative Schwankung
As®) 1 As; -0
TN — T /=T —

GOy~ Vo (5

Die Verallgemeinerung dieser Betrachtungsweise auf Spins s > 1/2, bzw. andere Systeme
mit endlicher Zahl von Energieniveaus ist direkt durchfiihrbar.

0

3.2 Thermodynamik des Spin-Modells

In der mikrokanonischen Gesamtheit ergibt sich fiir die Entropie

Na ()Y N+m_ (N+m\ N-m, (N-m
S(E)=klnQ(N,m) = —k:{ 5 ln< 5N )—i— 5 ln< 5N )}

Hier ist E = —mpuoB und —N < m < N. Aus der thermo- S(E)
dynamischen Beziehung dU = T'dS folgt

OE T <0 fir E>0

28 1 {>0 fir E <0

—NuoB NwB FE
Dies ist eine allgemeine Eigenschaft von Systemen mit nach
oben beschrinktem Energiespektrum.
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3.2. THERMODYNAMIK DES SPIN-MODELLS

Der Zusammenhang zwischen E und T ergibt sich im betrachteten Modell zu

1 8S 9s 1 k 1—m/N k 1- 2%
T Aas T A = In = In MOE
T O0E 0Om(—peB) 2uB 1—m/N 2upB 14+ -Bx

oder aufgelost nach F:

poB
FE = —NpgB tanh ——
o b tan T

In der kanonischen Gesamtheit 148t sich die Helmholtz’sche Freie Energie aus der
Zustandssumme berechnen:

F(T) = —kT'n Zx = —NkT'In (2 cosh ’%3)

Daraus ergibt sich die Entropie

__OF poB poB poB
S = 3T = Nk {ln <2czosh T ) — T tanh T

und die spezifische Wérme

o8 M0B>2 1
Cp=T|=— = Nk .
7 <3T> B < KT ) cosh?® 40P

Cg

Schottky-Anomalie

Abbildung 3.1: spezifische Warme in der kanonischen Gesamtheit

Der Verlauf von Cp(T") ist in Abbildung (3.1) dargestellt. Das Maximum in Cg(7T") wird
als Schottky-Anomalie bezeichnet. Bei tiefen Temperaturen verhélt sich Cg(1") exponen-
tiell, proportional zu exp(—2ugB/kT) als Folge der Energieliicke zwischen Grundzustand
und erstem angeregten Zustand.

Das Verhalten bei hohen Temperaturen, Cg o< 1/T? ist charakteristisch fiir ein Sy-
stem mit nach oben beschrinktem Energiespektrum.

Die Magnetisierung ergibt sich durch Ableitung der freien Energie nach B (dF =

—SdT — MdB)

OF B
M = ~3B :N,uotanh/;:—T =2Npo (si)
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3.3. LINEARE OSZILLATOREN

wobei die letzte Gleichung auch direkt durch Mittelung des mikroskopischen Ausdrucks
fir M, M =2uy)_; s;, folgt. Die magnetische Suszeptibilitét ist also:
OM Np3 1 B—0 Nud
= = — Ip——

X=9B = kT cosh? £oB kT

Fiir die innere Energie findet man
B
U=F+TS = —NpuyBtanh % — _MB

oder dquivalent

U= Z(—QMOB) (si) = —2NpoB (s;) .

3.3 Lineare Oszillatoren

Wir betrachten nun Systeme, die aus unabhéngigen gleichartigen Elementarsystemen mit
unendlich vielen diskreten Energieniveaus bestehen. Der einfachste Fall ist durch den
linearen harmonischen Oszillator gegeben. Die Energieeigenwerte des i-ten Oszillators
sind

1
€n; = hw(n, + 5) ,
wobei w die Eigenfrequenz und n; die Quantenzahl ist (n; =0,1,2,3,...).
Fiir ein System von N identischen Oszillatoren (gleiches w) ist ein Mikrozustand
gegeben durch

|TL> = |n1,n2a"'7nN>

mit der Energie

al 1
En:Z;hw(m—i—a) :Zem.

i=1
Kanonische Gesamtheit

Die Zustandssumme ist definiert durch

Ty = Zexp—[ihw(ni + %)]/k:T

{ni} =1
oo oo oo

_ § e€n1/kT. § eenQ/kT__. § eenN/kT
n1:0 n2=0 nN:0

— (70N

= (Zk) " -

Zy 1Bt sich als Produkt IV identischer Zustandssummen Z?{ fiir einen einzelnen Oszil-
lator schreiben. Die Zustandssumme eines Oszillators ist

- n —hw/2kT
70 _ Z o hw/2kT ((—hw/kT\" _ _©
K . 1 — e—hw/kT
n=
1
- : hw
2sinh 5%
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3.3. LINEARE OSZILLATOREN

Daraus folgen:
a) Freie Energie:
F=—kThhZyg =—NkTnZY%

. hw
= NkTIn (2 sinh ﬁ)

=N {len [1 — e*hw/’fT} + %hw}

b) Entropie:

OF
5= ar
hw/kT
= Nk{ —In |1 —e /| o 2020
{ n[ © }—i_ehw/kT_l
[Nk () , kT > hw
| Nk B e he/kT T < hw

¢) Innere Energie:

1 hw
U:F+TS:N{§hw+W}

Die mittlere Zahl von Ostzillatorquanten pro Oszillator ergibt sich zu

_ _Gn/k?T _
<">—ZO”Z;)(€ T ohw/kT _ 1"
n—=

Dies ist die sog. Bose-Finstein- Verteilung fiir Systeme ohne Teilchenzahlerhaltung.
Damit ist die innere Energie darzustellen als

U= N ((n) + %)

d) Spezifische Wirme:

s oU d w1
C=T22 = = Nhw— (n) = Nk
aT ~ oT war (M <2k:T> sinh? 2.
| Nk , KT > hw
T\ Nk (B2)? e AT T < hw

e Das Hochtemperatur- Verhalten ist im Einklang mit dem Gleichverteilungs-
satz:

,Freiheitsgrade, die quadratisch im Hamiltonoperator auftreten, tra-
gen %k: zu C bei.“
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3.4. IDEALES BOLTZMANNGAS

In der Hamiltonfunktion des Oszillators treten sowohl die Orts- als auch die
Impulsvariable quadratisch auf, was zu einem Beitrag 2(k/2) = k pro Oszil-
lator fiihrt.

e Das Tieftemperatur- Verhalten ist wegen der Anregungsliicke hw zwischen
Grundzustand und erstem angeregten Zustand durch den Boltzmannfaktor
exp(—hw/kT) bestimmt. Man nennt dieses Verhalten ,thermisch aktiviert®.

3.4 Ideales Boltzmanngas

Die bisher betrachteten Systeme aus rdumlich lokalisierten Spins bzw. Oszillatoren be-
schrieben innere Anregungen. Wir wenden uns jetzt den Bewegungsfreiheitsgraden eines
Systems von nichtwechselwirkenden, unterscheidbaren Teilchen mit Masse m in einem
Kasten mit Volumen L3 zu, dessen Hamiltonoperator gegeben ist durch

N
D;
H=2

wobei p:; der Impulsoperator des i-ten Teilchens ist. Bei Verwendung periodischer Rand-
bedingungen im Kasten der Linge L sind die Einteilchenzusténde |p;) die Impulseigen-
zustdnde mit Energieeigenwerten

Aus den Randbedingungen

(F170) = (F+ L) T TR

folgt die Quantisierungsbedingung fiir p:
ePiekl/h =1 p. L =2mni,h , etc. mit ny=0,1,...,00

Die Energieniveaus des Gesamtsystems sind durch die Quantenzahlen 1z, 1y, n;. gege-
ben als

1 /27?2

Kanonische Gesamtheit

Die Zustandssumme ergibt sich wegen der Unabhéngigkeit der Teilchen und der Impuls-

komponenten zu
ZK == (ZO)ND7

wobei D die rdumliche Dimension ist. Dabei wurde die Zustandssumme pro Teilchen
und Raumrichtung definiert als

[e.e]

212 h?
_ 2
Zy = Z exp —n TOT

n=—oo
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3.4. IDEALES BOLTZMANNGAS
. Die

Im Limes L — oo gehen die Abstédnde zwischen den Energieniveaus gegen Null

Summe 148t sich dann als Integral schreiben:

2
lim Zy = [d —n? =—
L, 20 / NEPTTRT T A

—00

mit der thermischen deBroglie-Wellenlénge

9 h2 1/2
)‘T = il
mkT
Dabei wurde vorausgesetzt, dafl die Temperatur 7' > 0 ist (siehe spéter). Damit ist
[ \ND
7 = =
“ (/\T>
und es folgen daraus die Grofien
a) Freie Energie:
14 D
F =—-NkTIn D , V= L% (Volumen)
T
=—NkTIn | —
(3)

2 .
2rh” und damit €, = A - mn?.

wobei A definiert wurde als A = <77
b) Entropie: H . b
S = ngln <K> Nk:E

¢) Innere Energie:
U:F—{—TS:Nk‘g-T

d) Spezifische Wirme

D
Cy = <g—g> y = Nk; (Gleichverteilungssatz)
e) Druck:
F NEkT
P=— (g—v>T = ~V (ideales Gasgesetz)
f) Kompressibilitét:
L lov_ 1 N
-~ VOP nkT 'V
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3.5. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

g) Chemisches Potential:

Der Grenzfall tiefer Temperaturen kT < A fiir das endlich grofle System erfordert
eine gesonderte Diskussion. Die bisher diskutierten Ergebnisse sind fiir k7 > A = 3:222
giiltig, da nur dann die Summe iiber die Quantenzahlen durch das Integral ersetzt werden
kann. In diesem Temperaturbereich gibt es keine weitere Energieskala, so dal Zx durch

ein sog. Skalengesetz gegeben ist,

Zg o TNPI2y N,
Fiir kT < A kann Zj durch die ersten Terme der Summe ersetzt werden
Zo=1+2c" AT 4 ...
und man erh&lt

F~—kTNn (1 4 2e—’fA/’<>T>
~ —2kTNe ™A/KT

und S &~ 2kNe TA/KT (1—1—%) =0 0,

im Einklang mit dem 3. Hauptsatz.

Wir leiten noch die Mazwell- Verteilung der Geschwindigkeiten eines Teilchens ab.

mf

Die Zahl der Teilchen mit Impuls 7 im Volumenelement des Impulsraums d3p = ( T

ist (Dimension D = 3)

1 _2 /om L 3
F@) & =305 Wie = sz (ﬁ) dgp
n 0

F(B) = (2mmkT)~3/% =7 /2mkT

wobei die Faktorisierung von W in Einteilchenbeitridge benutzt wurde:

o
P
€ 2mkT

1
B

B N ) B € 2mkT
Wik =111, (ZO)D ; §n 5]vecp,171WK = %1 617,171 (ZO)D

3.5 Systeme identischer Teilchen

Wir betrachten ein System von N identischen quantenmechanischen Teilchen, dessen
Dynamik durch den Hamiltonoperator
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3.5. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

gegeben sein soll (nichtwechselwirkendes System). Hierbei ist j = (7}, 0;) die Ortsvariable
bzw. Spinprojektion eines Teilchens. Aus den Einteilchen-Energieeigenzustinden |A) mit

hIA) = ex|A)

148t sich der Hilbertraum eines N-Teilchen-Systems aus Zustandsvektoren aufbauen, die
ein direktes Produkt von Einteilchenzusténden sind:

¢P(1327"'7N) = QD)\1(1)90>\2(2) ()OAN(N)

wobei py(j) = (j|A) die Einteilchenwellenfunktion in der Ortsdarstellung ist. Fiir diese
gilt:

e Orthonormalitét:
[ iiGon (i) =
e Vollsténdigkeit:
> @) eali’) =06 —4)
A
Dann ist auch ® orthonormiert (n = {A1,...,An}):
(oF|oF) :/d1---dN<1>5(1,...,N)cbf,u,...,N) = Gax Oaang  Oagay

und @ ist Energieeigenzustand von H
N
H|® ) =E.|[®]) ,  E.=) e,
j=1

Die in der Natur vorkommenden Elementarteilchen lassen sich durch einen kleinen Satz
von Quantenzahlen vollstdndig charakterisieren (z.B. Elektron: Masse m, Ladung e, Spin
3).

Damit setzen sich Systeme mit grofler Teilchenzahl unvermeidlich aus einer grofien
Zahl identischer Teilchen zusammen.

Postulat:

Zusténde, die sich nur durch Austausch zweier identischer Teilchen unterschei-
den sind &dquivalent, d.h. fiihren zu den gleichen beobachtbaren Eigenschaften.

Mit der Definition des Permutationsoperators P (z.B. Transposition Pij), angewandt
auf einen beliebigen Zustand ¢

P;®(1,...,4,5,...,N)=®(1,...,4,4,...,N)
muf deshalb fiir jede Permutation gelten
PO =e"®

denn Zustéinde e?® mit beliebiger Phase 0 bilden den Satz unitir-aquivalenter Zustinde.
Man kann zeigen, dass in D = 3 Dimensionen nur zwei Klassen von Zustédnden
zuléssig sind:
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3.5. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

1. Symmetrische Zusténde
P|®,) = |®,) fiiralle P
Teilchen mit solchen Zustandsvektoren heiflen Bosonen.
2. Antisymmetrische Zustéinde
P|®,) = (-1 |®,) fiiralle P

wobei (—1)F = =£1 fiir gerade/ungerade Permutationen, d.h. solche, die durch eine
gerade/ungerade Zahl von Transpositionen aufgebaut werden kénnen. Teilchen mit
solchen Zustandsvektoren heiflen Fermionen.

Bemerkungen

(i) Eine genauere Untersuchung des Konfigurationsraumes fiihrt zu folgendem Ergeb-

nis:
D=3, 0=0,7 Bosonen, Fermionen
D=2, 0 beliebig »Anyonen*
D=1, 0 beliebig Untersuchung irrelevant, da kein

Teilchenaustausch méglich

(ii) Im Rahmen einer feldtheoretischen Beschreibung der Elementarteilchen, die die
Eigenschaften der Lokalitdt, Kausalitit und Lorentzkovarianz besitzt, 148t sich
zeigen, daf}

e Fermionen halbzahligen Spin: S =1/2,3/2,...
e Bosonen ganzzahligen Spin: S=0,1,...

besitzen. Man bezeichnet dies als das ,,Spin-Statistik-Theorem*.

Struktur quantenmechanischer Vielteilchenzustinde

Bosonen: Total symmetrisierte Zustdnde werden aus Produktzustinden ‘@P > durch
Superposition gebildet:
@) =K, »_ P|eF)
P

Da die Permutationen eine Gruppe bilden, gilt:
Po,) =K, ) P'P|0)=K,» P'd)=|2,)
P P
Fiir die Normierungskonstante K gilt:
!
(Ba|®s) = | K[> N ](na)) =1
A
wobei ny die Anzahl der Eigenzustinde @) in ® ist. Es ist also
1
Ki=—n—-—.
\/ N! HA(TL)\')
Mit diesem K ist |®5) normiert. (Man beachte, dal n! = I'(n + 1) und 0! = 1). Die
Besetzung der Eigenzustéinde |A), ny, ist beliebig.
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3.5. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

Fermionen: Total antisymmetrisierte Zustdnde erhélt man analog aus

=K, Z HPp|efy .

Es gilt
P19 = Koy (-DPPP12) = Ku(-1)" Y (-D)""P"|®) = (-1)" | @,)
P P//
wobei
()" = ()" = ()" (-1)”
benutzt wurde. In diesem Fall sind nur ny = 0,1 moglich, denn |®,) =0 falls n) > 1
fiir ein beliebiges A gilt.
Mit
K 1
VN

ist |®,) normiert.

Besetzungszahldarstellung

|®s.4) ist eindeutig charakterisiert durch die Angabe der Besetzungszahlen n

|(I)Sva> = |n1’n2’ - '>s,a = |{n)\}>s,a = |n>

und die Symmetrie des Zustandes (s, a). Die [{n,}), , bilden ein vollstindiges, orthonor-
miertes Basissystem im Hilbertraum der Fermi/Bose-Systeme mit beliebiger Teilchenzahl
(Fockraum):

e Orthonormalitit:
<{n>\}|{n)\}> - nl,n1 ngn’2 c
e Vollstindigkeit :

> Kb (fnad =1
{nr}

Durch die Festlegung der Teilchenzahl N
N = Z (5N
A

wird die Zahl der méglichen Zusténde stark eingeschrénkt. R
Die Zusténde [{n)}) sind Eigenzusténde des Teilchenzahloperators N

N [{nx}) = N({na}) [{na})
N({na}) = Zm

und fiir nichtwechselwirkende Systeme auch Energleelgenzustéinde
H[{n\}) = E({n\}) [{na})
E({na}) =D exna .

A

mit Eigenwert
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3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

3.6 Das ideale Fermigas

Wir betrachten ein System von N identischen, nichtwechselwirkenden Fermionen in der
grokanonischen Gesamtheit!. Der Hamiltonoperator des Systems ist

N
H =Y h(j),

j=1

wobei h die Einteilcheneigenschaften charakterisiert:
hIA) = ex|A)

Gesamtenergie und Teilchenzahl sind gegeben durch

Bl = o
N({ny}) = Z”A ny = 0,1
Mit der Zustandsfunktion
W = 5 exp = [B({m}) — N (ma}) | /4T

erhilt man die Zustandssumme

Zo =Y exp—|B({m}) = iV ({na}) | /kT

{na}
1 1
- (Z e—nl(fl—u)/kT> (Z e—n2(62—u)/kT>
n1=0 no=0

:HZA
A

mit
Zn= Y e _ 1 4 omlmn/iT
n)\=0,1

Als mittlere Besetzungszahl ergibt sich

—(exr—n)/kT
—nys(€xr— )/kT c
’I’L)\/ {Z} ny WG’ {TL)\} Zn)\/ N e —H o ef(e)\,f'u)/k;T
nx oY
1 . .
b vy = flex —p) = fu (Fermi-Funktion).

Die Schwankung der Besetzungszahl ist dann

((na = (na)?) = (ma) — (ma)> = A1 = A1) < fa,

'man sollte eigentlich mit der kanonischen Gesamtheit rechnen, da aber die Teilchenzahl N als sehr
grof} angenommen wird, sind kanonische und groflkanonische Gesamtheit in diesem Fall anndhernd &qui-
valent (AN/(N) — 0, siehe unten). Die Rechnung vereinfacht sich in der grofkanonischen Gesamtheit.

39



3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

wobei ausgenutzt wurde, dafl n%\ = n, ist, d.h. <n§> = (ny). Die Besetzungszahlen sind
unkorreliert:

(nana) = (ny) (ny) -

Daraus folgt fiir die Gesamtteilchenzahl
(N)=> "
A
(AN)? = (N = (N))*) = > A1 = fr) < (N)

A
Als relative Schwankung ergibt sich somit
(AN) < 1 (N)—o0
(N) (N)
(Dies ist die Rechtfertigung dafiir, dafl in der Rechnung die grokanonische Gesamtheit

verwendet wird.)
Aus der Zustandssumme ergibt sich das grofie thermodynamische Potential

O=—-kTl'InZg= —]{;TZln |:1 + e*(é)\*ﬂ)/kT] 7
A

und man erhalt

N =(N) = aQ:ZfA
X

_@
00 Q ex — [
5= or - T+ZA: 7 P
o0 Q
p=-22-
ov %4
Grenzfall T =0
Ix

Im Grundzustand sind die Einteilchenzustidnde bis zur
Grenzenergie u(T' = 0) = ¢, (Fermienergie) besetzt:

1, ex<uyp i
fr=0(n—e) = { Fermisee
0 , ex>p.

o
Das grofle Potential ist gleich der Grundzustandsenergie, bezogen auf das chemische
Potential:

O=> (ex—mO(p—ec),
wobei benutzt wurde, dafl '
lim kT |1+ e” @A) — (e =) O — )
Es ist auBerdem

N=> 0(—e).
A

Die charakteristische Energieskala ist durch €, gegeben.

40

X



3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

Tieftemperaturbereich k7T < ¢,

Die scharfe Fermikante wird in einem Energiebereich ~ kT aufgeweicht (s. Abbildung
3.2(a)). Die Ableitung der Fermifunktion nach der Energie bildet ein scharfes Maximum
(s. Abbildung 3.2(b)):

of 1

- =—fley—p)= ————
Oey (& —n) 4chosh252*—,E#

1’ ist eine gerade Funktion in (e) — p) und schlieBt mit der e-Achse die Fliche 1 ein

I —f
- kT =
|
|
|
|
|

€x f €x

(a) (b)

Abbildung 3.2: Fermifunktion und ihre Ableitung

(in Abbildung 3.2(b) schraffiert). Eine Entwicklung von €2 nach Potenzen von lj—T kann

ausgehend von dem Ausdruck !

Q=—kTV(25+1) / de N(e) In [1 + e~ (cmH/KT (3.1)

vorgenommen werden. Hier wurde (fiir eine Spinprojektion (S = 1/2)) die Zustands-

dichte definiert: 1
N(e) = ———— E (e — .
(6) V(25 1) )\ (6 6)\)

Eine zweifache partielle Integration liefert

Q=-V(2s+1) /de b(e) [—f/(e - ,u)] ,
wobei definiert wurde
b(e) = /de'a(e') ; a(e) = /de’N(e')

Im Integralausdruck 3.1 fiir 2 wird im Integranden die schwach verédnderliche Funktion
b(€) mit der rasch verinderlichen Funktion —f’(e — p) multipliziert. Eine Entwicklung
von b(e) um € = p erlaubt eine nidherungsweise Auswertung des Integrals:

B(e) = b(s) + (1) (€ — 1) + (1) (e — )2+ -+
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3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

wobei
Vpw)=alp) i  V'(p)=d(p)=Np).
Mit Hilfe der Integrale

—_
S
Il

=)

[e o]

L= [dee-nr[-fle-w] ={ FGT? , n=2

1L5(I€T)4 , n=4

N

—00
I, =0 , nungerade

1aBt sich die Tieftemperaturentwicklung von Q (auch Sommerfeldentwicklung genannt)
angeben:

Q 72 9 4
== 25+ 1) [—b(u) — TN (W)(KT)? + O(kT) ] -

Die Groflen u, S, Cy ergeben sich daraus durch Ableitung nach den entsprechenden Va-
riablen wie folgt:

e Chemisches Potential:

00 0 72 ON ()
__a_V(QS—l—l)@-l-g o (KT)? + ]
mit
((;)_Z:a(/j,):a<ep)+(/1«_5p)a (€p) +
a(ep):/delN(e'):v@ivﬂ) o) =)

s pM)=e, -t (aN(ﬁF)> (kT)* + O(kT)*

e Entropie:

o9 2 9
e Spezifische Wirme:
co—1(25) —g
v ar ), ~

Bemerkung:
1. 8(T) - 0 fir T—0

2. Lineare Abhéngigkeit S o T ist Folge der endlichen Zustandsdichte fiir beliebig
kleine Anregungsenergie (¢ —€,):

lim N(e) =N(e,) > 0

EﬂEF
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3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

Spezialfall: Freie Fermionen mit periodischen Randbedingungen im Kasten mit Vo-

lumen L.
Die Impulseigenwerte sind

2mh
Pz = Tn:v , Ny ganz
Py,P- analog

Daraus ergibt sich die Energie

2 2 D
_ D 1 [2rh 9
€N = EﬁO' = — = —2m <—L ) E nu
p=1

2m

Fiir die Zustandsdichte (ohne Spinentartung, s = 1/2) erhélt man

1
= Vzﬁ:é(e—eﬁ)

-2 (%)D [ Ppate-e)

pP716(e —€p)

0
Qp (D-1) 1
QWFL)D [p ] dep
P p(e)=v2me
In drei Dimensionen gilt:
_ 3. _ _ mp(e) : _ mpy
D=3": Q3 =4r  N(e) = 5277 speziell N(e,) = 223

wobei p, = p(e,) = \/2me, = hkp der Fermi-Impuls, kr die Fermi-Wellenzahl ist. Fiir
die Zustandsdichte in zweil bzw. einer Dimension bekommt man

D=2: Qo =27 N(e):2n22
m
m e—0
D=1: Q=2 N(E):Whp(e) - .
¢ Kompressibilitit:
1 (0n
=\ P T
Die Duhem-Gibbs-Relation
S v

du = —2dT + —dpP
P=-"NY TN

vereinfacht sich mit d7'= 0 und n = N/V zu

dP =ndu
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3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

und es folgt

Mit

erhilt man

g—z :2/(16]\[(6)(—%)

on
op

= 2N(c,) + O(T?)

e Spinsuszeptibilitét: (S =1/2)

oM
-~ IB

mit der Magnetisierung
M = MOVZ[ Xt — f(GAl—,u)] :

Im Magnetfeld werden die Einteilchenenergien aufgespalten (Zeeman-Effekt):

€A1l = €x F uoB
0
M =2 QBVZ< f)‘>+(’)(B3)

Also folgt

X =2u3N(e,.) + O(T?)

Hochtemperaturlimes k7' > ¢,

Fiir hohe Temperaturen findet ein Ubergang zu klassischem Verhalten statt (Boltzmann-
gas). Wir vermuten, daf fiir das chemische Potential gilt:

W
o1
T >

Die Fermiverteilung geht dann {iber in die Boltzmannverteilung

Fiir die Teilchendichte ergibt sich

N 1
_ _ _ _ —(e—p)/kT
N= Ty %\ (e ,u)_/deu(e)e( W/
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3.6. DAS IDEALE FERMIGAS

Freie Fermionen mit Masse m und Spin S = 1/2 haben in drei Dimensionen die Zu-

standsdichte
v 2m3
om2h3

In die Teilchendichte eingesetzt ergibt sich

N(e) =2 Ve=:C"'3\/e.

n = 20"z etk /de Vee R = Cy et/FT (1)3/2
0
mit -
6'3 = Cg /d.%' \/Ee_aj = Clgg .
0

Die Gleichung fiir n 148t sich nach dem chemischen Potential p auflésen:

)\(T) 34 3 €
AN 2 2k SE _
h\ ) ] 2k nk -+ const

T) = kT In —
w(T) n 3

703(1{T)3/2 = kT ln[(

mit

o2\ /2
MNT) = thermische deBroglie-Wellenldnge
mkT

_ 2nh

AFp = Fermi-Wellenlédnge (~ mittlerer Teilchenabstand) .
Pp

Fir MT) < Ap ist —p > kT (oder dquivalent kT > e, ).
Fiir das Thermodynamische Potential erhalten wir:

i = —kT/de N(e)In {1 + 67(67“)/]?71] o~ —kT/de N(e) e~ (e=m/kT

|4
=—kTn=-P
und es ergibt sich das ideale Gasgesetz
Aus () ergeben sich
e Entropie:
S = Nk[g - %] = ;Nklnlz—f + const.

e Innere Energie:

U:Q+TS+MN=;NR‘T

e Spezifische Warme:
3
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3.7. DAS IDEALE BOSEGAS

u(T) S(T)

RN 7

Cvy

[\J[eV)
oyl
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

— T

Tp=e,/k T T

Abbildung 3.3: Temperaturabhangigkeit von p, S, Cy und &, bzw. x fiir das ideale Fer-
migas

e Kompressibilitét:

1 on _n
T nkT ou kT
e Spinsuszeptibilitét:
2
Ho
= ; =u+ ugB
X="nrr ; H1,l = BT fo

Die Groien p(T'), S(T'),Cy und &, bzw. x sind in Abbildung 3.3 aufgetragen.

3.7 Das ideale Bosegas

Wir betrachten Systeme identischer, nichtwechselwirkender Bosonen im grofikanonischen
Ensemble. Die grofikanonische Zustandssumme lautet

Zo =Y exp | E({na}) = uN({n}h)] /KT
{n}

— (Z e—nl(fl—u)/kT> (Z e—n2(62—u)/kT>

n1=0 no=0
=112
A

mit
> 1
— —nx(ex—p) /KT _
Zx Z ¢ 1 — o—(er—m)/kT °

n)\=0
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3.7. DAS IDEALE BOSEGAS

Damit erhélt man als mittlere Besetzungszahl
1 —ny(ex—p) /K1 2
(ny) nEA ) )\e Z & nZzy

1

= oS = glex — p) (Bose-Einstein-Verteilung, s. Abb. 3.4)

Aus (ny) > 0 und €y > 0 folgt

gle — )

Abbildung 3.4: Bose-Einstein-Verteilung

Aus der Zustandssumme ergibt sich das grofie thermodynamische Potential

Q=—kTnZg=kT» In [1 _ e—(q—u)/kT]
A

und daraus die Grofien

e Entropie:

00 Q € — [
S_—aT——TJrZA: 7 9ex —p)

e Innere Energie:

U:Q—i-TS—l—,uN:Ze;\g(eA—,u)
A

Hohe Temperaturen: —u > kT
Die mittlere Besetzungszahl geht iiber in
(ny) = e~ (O~W/KT — __, Boltzmanngas

Wie fiir das ideale Fermigas im Hochtemperaturlimes (siche Abschnitt 3.6) ergibt sich
fiir das chemische Potential (Spin 0, Masse m, D = 3):

w(T) = 3kT In (@) + const. , M) <ag,

ao
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3.7. DAS IDEALE BOSEGAS

wobei
ag = n1/3 mittlerer Teilchenabstand
o2\ /2
ANT) = thermische deBroglie-Wellenléinge .
mkT
Tiefe Temperaturen: MT) > ag, kT < sz—zz
0

Wir machen den Ansatz
N 1 1 ? 1
"TY TV Z ol /KT _ 1 / de N () —1 -
P

Wir betrachten im folgenden Systeme freier Bosonen (kein Einteilchenpotential, Impuls-
eigenzustinde | p>) In D = 3 Dimensionen ist die Zustandsdichte dann N(e) = C3 /e
und man bekommt

1 1
/dEN(ﬁ)m S/dﬁN(@m
% 1/2
= Cy(kT)>/? / dz
——— e? —1
1 2 0
X3(T) /= zl/2e=% (1—e % 4...)
1 T—0
= 2 =9

> @m = 2.612

Dies ergibt einen Widerspruch, denn die Teilchen kénnen fiir T — 0 nicht einfach ver-
schwinden. Vielmehr wird fiir T' < Ty der tiefste Einteilchenzustand makroskopisch be-
setzt: Ny = <nﬁ:0> xV

1
= S0 e

mit

no(T) = No(T) = n[l - <)\C(L;))3C(3/2)]

=B ren

Fiir die sog. Bose-Finstein-Kondensationstemperatur erhélt man

1 _ 2
Ty= 2 [¢c(3/2)]*/* h— . ag=n"1/3

Fiir T > Tp ist u(T) < 0 (siehe Abbildung 3.5) Weiter ergibt sich:
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no(T) w(T)
3, To—T
—5n Ty -
/ -
oul  _
oT Ty -
T 82

Abbildung 3.5: Besetzung des Grundzustandes ng(7") und chemisches Potential p(7T')

e Spezifische Wirme:

e}

Cyn = /deN(e)e 8%9(6 — 1)

0
oo

k 1 re—p ou 1
_ T e N(e) e —
1 / N e 7 |77 +8(k:T)]Sjnh2 G
0

Wegen limp_.7, g%ﬁ( ;) 0 hat 88% einen Sprung (s. Abbildung 3.6).
\%

Abbildung 3.6: Spezifische Warme Cy (T)

e Entropie:
5
S = ——k:V/deN(e) In [1 _e(e=n/pT] _ By
2 T
Fiir den Grenziibergang T'— 0 ergibt sich
SxT3? | T—=0

Fiir T < Tj tragen nur die angeregten Teilchen (e > 0) zu S bei. Die Entropie des
Kondensats ist Null.
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e Druck:

14
Der Druck ist also unabhingig von V fiir T' < Ty (s. Abbildung 3.7)!
P

po_2_ —kT/deN(e) 1n[1 — e*<€*ﬂ>/’fT]

V=W (T)
Py(T2)

/ Isothermen
P() (Tl) //\//\s T2 > T1
//\/pfh 7 Vv

Abbildung 3.7: P-V-Diagramm des Bosegases

Bemerkungen:

1. Fiir beliebig kleine anziehende Wechselwirkung ist das Bosegas instabil gegen Kol-
laps in einen “Punkt”. Stabilitdt erfordert eine infinitesimal kleine abstoflende
Wechselwirkung.

2. Auftreten der Bose-Kondensation héngt von lim._,g N(¢) ab. Fiir D = 2 (N(¢) ~
const.) bzw. D =1 (N(e) ~ 1/+/e€) divergiert das Teilchenzahlintegral:

d N(e) 1i—0 Inpg D=2

B S

€ le—m/kT _ 1 o0 # D=1

3. Bose-Kondensation wird durch makroskopische Wellenfunktion beschrieben:

P = [1p|e”

Zustand mit rdumlich variierender Phase 6(7) beschreibt Teilchenstréme im Grund-
zustand (die dissipationsfrei sind):  Suprastrom:

js = /(zp*%w +he) ~ V8

(Zusammenhang mit Supraleitung in Metallen.)

3.8 Photonen und Phononen (Hohlraumstrahlung)

Systeme harmonischer Oszillatoren kénnen als nichtwechselwirkende Bose-Systeme der
als Teilchen interpretierten Oszillatorquanten aufgefasst werden:
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3.8. PHOTONEN UND PHONONEN (HOHLRAUMSTRAHLUNG)

Oszillator Bosonen

Eigenschwingung A Einteilchenzustand A
Anregungszahl n) (Zahl der Quanten) Besetzungszahl n ),

En:Zhwx<n>\+%) En:ZE)\TL)\
A

A

Unterschied: Die Zahl der Oszillatorquanten ist nicht erhalten. Das che-
mische Potential (Lagrangeparameter) ist deshalb Null

n= 07 da 2 < €min, WEII
Z n) beliebig Z ny =N fest
Beispiele:

1. Quantisiertes elektromagnetisches Feld:

Klassische Maxwellgleichungen haben allgemeine Losungen aufgebaut aus ebenen
Wellen mit Wellenvektor k, Polarisationsvektor é; und Frequenz w = ck, z.B.

E(7,t) = é - Bgei@t=FD)

Es gibt zwei transversale Polarisationsrichtungen: s = 1,2 Fiir festes k beschreibt
die Wellengleichung einen harmonischen Oszillator mit Frequenz wy, = c|k| :

1 62 = = 62 2
2oz V)P =0 = g i ) Ep(t) =0
Quantisierung:

ep = hwy = c[p] , 7=nhk — Photonen

Das elektromagnetische Strahlungsfeld ist also aufgebaut aus unabhdngigen linea-
ren Oszillatoren mit Quantenzahl:

A=(p.s)
Jeder dieser Oszillatoren kann mit n;, Quanten besetzt sein.

2. Gitterschwingungen im Festkorper:

Atome im Festkorper bilden i.a. Kristallgitter. Um die Gleichgewichtslagen sind
Schwingungen moglich. Fiir kleine Schwingungsamplituden reicht die harmonische
Néherung aus: Wir haben wieder ein System unabhéngiger harmonischer Oszilla-
toren: ,,Eigenschwingungen“, bezeichnet durch

Gitterimpuls: p'= hk, k € 1. Brillouinzone (ke <2, etc.)

Polarisation:  é5, s = 1,2,3 (eine longitudinale, zwei transversale Polarisa-
tionen)

eventuell weitere innere Quantenzahlen
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3.8. PHOTONEN UND PHONONEN (HOHLRAUMSTRAHLUNG)

Energie:
€p = hw,g =c|p| , |pla < — Phononen

wobei hier ¢ die Schallgeschwindigkeit und a die Gitterkonstante ist.

Bemerkung: Fiir mehratomige Gitter gibt es neben den obigen “akustischen” Pho-
nonen auch “optische” Phononen mit lim, g€, > 0

Fiir die betrachteten Systeme harmonischer Oszillatoren lautet das grofie thermody-
namische Potential allgemein:

Q(T,V, ;= 0) = kT Z In {1 _ e—ep/kT]
D,8
— KTV / dw N(w) In [1 _ e—hw/kT} .
0

Die Zustandsdichte bei linearem Spektrum w = ck fiir D = 3 Dimensionen ist gegeben
durch
Amp?  hdk _ w?

N(w)=2- =
) (2rh)3 dw w23

Der Faktor zwei beriicksichtigt die Polarisation (Photonen). Fiir das grole Potential
folgt:

o
(kT)* 2 - 4
0
71_4
45
Daraus ergeben sich
e spezifische Wirme:
Cy =127V T3
e Strahlungsdruck:
P=~T%.
Strahlungsenergie pro Frequenzintervall dw:
db, h w3

V N(w)hw g(hw) =V

dw 7263 ohw/kKT _ |

Dies ist das Planck’sche Strahlungsgesetz (s. Abbildung 3.8). Fiir die Grenzfiille hw < kT
bzw. hw > kT erhélt man:

dE, _ w? {sz , hw < kT (Rayleigh-Jeans)

dw 723 | hwe hw/kT . hw> kT (Wien)

Das Maximum von % liegt bei hwps = 2.822kT.
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dFE,
dw

2.822 kT

Abbildung 3.8: Planck’sches Strahlungsgesetz
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Kapitel 4

Aufbau der Statistischen Physik

4.1 Zustandsoperator

Die bisherige Darstellung der Zustandsfunktion erfordert die Kenntnis der Energieeigen-
werte und -zusténde des Systems. Fiir realistische, d.h. wechselwirkende Systeme sind
die Energieeigenzusténde i.a. nicht bekannt. Eine darstellungsunabhdingige Form der ,,Zu-
standsfunktion® ist dann von Interesse.

Reine Zustinde

Wir gehen aus von dem Fall eines reinen Zustandes |1;) eines N-Teilchensystems mit
Wellenfunktion ;(7 ...7n) = (71 ...7n]|1s). Der quantenmechanische Erwartungswert
einer physikalischen Grole X im Zustand [¢;) ist gegeben durch

Xi = (il X [vi) = Y (Wiln) (n] X |m) (mls)

n,m

wobei die Zusténde |n) ein vollstédndiges (i.a. orthonormales) System bilden. Dieses konn-
te z.B. aus Einteilcheneigenzusténden konstruiert sein. Durch Umstellen der Terme ergibt
sich daraus

Xi = ) (wiln) (n| X |m) {m|¢)

n,m

= > {(n| X |m) (m| Pi|n)

= > (n|XPn)

n

= Tr (X]SZ) .

Hier ist Tr (A) die ,Spur“ (im englischen ,trace“) des Operators A und der Operator
P; = |¢;) (1] ist der Projektionsoperator auf den Zustand |¢;) im Hilbertraum, d.h.
P2 =P,

2
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4.1. ZUSTANDSOPERATOR

Statistische Zustinde

Wir betrachten nun statistische Zustinde, realisiert durch eine Gesamtheit, d.h. eine
Menge von identischen Kopien des Systems. Jedes dieser Systeme befindet sich in einem
wohldefinierten reinen Zustand [¢;). Ein gegebener Zustand [¢;) komme mit der relativen
Héufigkeit v; in der Gesamtheit vor, wobei

Z v=1 und 9 reell, 0<y<1.
7

Die |¢;) miissen eine vollstdndige Basis bilden, aber nicht unbedingt orthogonal sein.
Fiir den gemittelten Erwartungswert von X gilt

(X) = Z%‘ (i| X |1;) = Tr (XW)

wobei W als Zustandsoperator (statistischer Operator, Dichtematrix) bezeichnet wird.
Man erhélt W aus der Beziehung

%

Allgemeine Eigenschaften des Zustandsoperators W sind:
1. Normiertheit:  Tr (W) =1
2. Hermitizitat: Wt=W
3. Positivitdt: (| W [¢) >0, VY |¢)

Somit besitzt der Zustandsoperator W ein orthonormales System von Eigenvektoren |u)
mit reellen Eigenwerten w,, wobei 0 < w,, < 1. Es gilt also:

W= "wplp) (w], ) (u|  mit W u) =w,|u)
o

Im allgemeinen ist W2 # W. Falls aber doch W2 = W ist, liegt ein reiner Zustand
Vvor.

Mittelwerte und Korrelationen

Der Mittelwert eines hermiteschen Operators X ist definiert als
(X) = Tr (XW) = Te (WX) = T (WFRT) = (X))

wobei benutzt wurde, daf§ die Spur invariant unter zyklischer Vertauschung ist und
sowohl W = W' als auch X = X1 gilt. Die Schwankung des Systems ist gegeben durch

(X = (X)) = (X2) = (X)" = o (W) - (1 (X77))?
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4.1. ZUSTANDSOPERATOR

Die Schwankung kann quantenmechanisch auch fiir den Fall W2 = W von Null verschie-
den sein. Wir definieren weiter die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer physikalischen
Grofle X als o

p(X)=Tr(6(X — X)W)),

wobei p(X) reell ist. Die Momente der Verteilungsfunktion p(X) sind dann definiert
durch

(X") = / dX X"p(X) = Tr (X"W) .
Die Korrelationsfunktion zweier miteinander vertauschenden Gréflen X, Y ist gegeben

durch
(X = (XN = (V) = (XY) = (X)Y),
fiir nichtvertauschende X, Y gilt hingegen XY — %(X Y +YX), also

(X = (XN = (V) = (3(XY + VX)) = (X){V).

Einteilchen-Dichtematrix und Verteilungsfunktion

Physikalische Groflen héngen oft nur von einer Teilmenge der Quantenzahlen des ge-

samten Systems ab, z.B. X nur von |n;) (in einer bestimmten Basis). Dann ist es auch

naheliegend, die Mittelung iiber die restlichen Quantenzustdnde vorher auszufiihren:
Wir wéhlen ein Basissystem von Zusténden

[n) = [n1) ®[n2) = [n1,n2) .
Der Erwartungswert einer Observablen X ergibt sich dann aus
<n" Xl In) = <n/1| Xl 1) 5,,27”2 .
Fiir den Mittelwert folgt
(X1) = Tr (X;W) = Trq(X1W7)
mit dem verkiirzten Zustandsoperator

<n’1| Wy Ini) = Z <n2,n'1| 104 Ini,na) .
na
Beispiel: Fiir Einteilchenoperatoren in Ortsraumdarstellung definieren wir
’TL> - ’F17F27"'7FN>
1) — )

—

Ing) — |7, 73,...,7N)

Der verkiirzte Zustandsoperator ist dann gegeben durch

(7| Wr |F1>:/d%--.d3rN<FN,...,F2,F1'\W|Fl,...,FN> .
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4.2. SCHRODINGER- UND HEISENBERG-BILD

Der Einteilchendichteoperator p ist gegeben durch

A

p=X1=08("— 7o)
Der Mittelwert des Einteilchenoperators kann mit den Matrixelementen
(| Xy 7Y = 6 — 7)8(F — 7o)

durch W, dargestellt werden: )
(p) = (Fo| W |70)

4.2 Schrédinger- und Heisenberg-Bild

Die Zeitentwicklung des Zustandsoperators wird durch die Zeitentwicklung quantenme-
chanischer Zustinde gegeben. Aus der zeitabhdingigen Schridingergleichung

) 5 ., 0 ~
ihay Wi t) = Hit) . ihge <4it) [= — <4i(t) | H
folgt damit fiir die Projektionsoperatoren P; = [v;) (1]
.0 N .
ihos W) (Wil = H i) (il = [hi) (il H

oder

Fiir den Zustandsoperator Z%p@ gilt also die von-Neumann-Gleichung:

7

L 0 S
ih=W () = [H, W (t)]

Diese Gleichung kann formal gelost werden mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators U (t),
der definiert wird durch

Wi, t) = U(t) [1h;,0) .

U(t) ist Losung der Gleichung

Fiir einen zeitunabhéngigen Hamiltonoperator H ergibt sich damit der Zeitentwicklungs-
operator U(t) zu :
U(t) _ efth/h

Der Zustandsoperator ist damit
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Bemerkung: Fiir den verkiirzten Zustandsoperator ist die Zeitentwicklung im allge-
meinen nicht durch eine DGL 1.Ordnung gegeben. Die Kenntnis von W7 (0) erlaubt also
nicht die Berechnung von Wi (t) !

Mittelwerte

Fiir den zeitabhéngigen Mitelwert eines Operators X folgt:

A

(X)) = Tr (XW(t)) = Tr (XUOW(O)U (1))
= Tr (UT()XU{t) W(0)) = Tr (X (t)Wg)

wobei im dritten Schritt zyklisch vertauscht wurde und X = Xg = X (0) ist. Ferner ist
X (t) der Operator im Heisenberg-Bild mit

Xu(t)=UT )X 0)U(1).

Er erfiillt die Heisenberg- Bewegungsgleichung:

L0 N
ih= Xn(t) = [Xn. H]

(falls Xg zeitunabhéingig). In Tabelle 4.1 sind Schrédinger- und Heisenberg-Bild ge-
geniibergestellt.

Schrodinger-Bild Heisenberg-Bild
Zustand [ws) = U(t) [4:(0)) = [(t)) [vm) = [1:(0))
Operator Xg=X(0) Xy =U0)X(0)U (1)
Zustandsoperator Ws =U@WO)U(t) | Wy =W(0)

Tabelle 4.1: Gegeniiberstellung

Zeitabhingige Korrelationsfunktionen

Zeitliche Korrelationen lassen sich im Heisenberg-Bild am besten behandeln:

(X(0)Y (1)) = Tr (X (0)¥z (t) W)

Beispiel: Harmonischer Oszillator
9
- 1
o= + —mw?i?
2m 2

Die Heisenberg-Bewegungsgleichungen fiir p und & lauten

o8

., Op R 1 . .
1ha—zz = [p, H] = §mw2 [p, CL‘Q] = —ihmw?i
., 0% LA .. N
gy = (2 1] = g B 7] =10




4.3. THERMODYNAMISCHES GLEICHGEWICHT

wobei die Relation [9%, ﬁ] = ih benutzt wurde. Der Ansatz:

15(0) .

p(t) = p1cos(At) + posin(At) , ete. mit p; =p(0); P2 = 5

ergibt eingesetzt den Wert des Parameters \: A = w und damit die Losung:

p(t) = p(0) cos(wt) — mwz(0) sin(wt)
1

#(t) = 2(0) cos(wt) + m]ﬁ(O) sin(wt)

Die Korrelationsfunktionen von x und p lassen sich durch die gleichzeitigen Mittelwerte
von z2 und pz ausdriicken:

wwwhﬁyMMWM@meMﬁw
(#(0)p(t)) = cos(wt)(p(0)2(0)) — mwsin(wt){#*(0))

4.3 Thermodynamisches Gleichgewicht

Fiir die stationdren Zustédnde eines abgeschlossenen Systems gilt im Schrodingerbild

o0 5 G
ihe W =0= [H, W]

Daraus folgt die Existenz simultaner Eigenzusténde von H und W:

Hln) = Eyln)
Win) = Wyn) .

Fiir die Eigenwerte W,, = W (n) gilt:
1. aus Normiertheit Tr (W) =1: Yo Win) =
2. aus Hermitezitit W= W: W*(n) = W(n)
3. aus Positivitit (1| W |¢) > 0: Wi(n) >0

AuBerdem gilt fiir einen reinen Zustand | ng >: W(n) = 6nn,-
Der Erwartungswert eines Operators ist so gegeben durch

(X)=Tr (XW) =) X,W(n)

Zustandsfunktionen der Gleichgewichtszustéinde werden durch Bestimmung des Ma-
ximums des Entropiefunktionals gefunden:

S(W)) = —kTr (W W)

mit den Nebenbedingungen fiir die
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1. Mikrokanonische Gesamtheit: Tr (W) =1
. 1 .
Wy = —=AH-FE
LT )
QE) = Tr (A(fl - E)) (= Zahl der Zusténde mit Energie F)

S(E) = klnQ(E)
wobei A(H — E) definiert ist als

1, B,=F
AE,—E)=<¢ "
(En ) {0, sonst
2. Kanonische Gesamtheit: Tr (W) =1, Tr (ﬁW) =F
o 1 A
We = — H/KT
K ZKe
Zxg = Tr (efﬁ/kT)
F(T) = —kTlnZg(T)

3. Grof3ikanonische Gesamtheit: Tr (W) =1, Tr (fIW) =F,Tr (NW) =N

5 1 %
We — 7 o (H—pK) /KT
Zg = Tr (e_(ﬁ_“N)/kT)
NT,p) = —kTlnZg

Beweis des Ausdrucks fiir W:
Bestimmung des Extremums von S:
S(W,An) = S(W]) + A[Tr (W) — 1] + 5[ Tx (HW) — E]
Mit W = Wx + W folgt:
§ = —kTr [ (Wi + 6W) In(Wic + W) + A[Te (W + W) — 1]
+n[Tr (AWk) + Tr (HOW) — E]
und mit
Tr [WK In(Wi + 5W)} = Tr [WK [In Wi + In(1 + ngl(sW)H
= Tr (WgInWgk) + Tr (6W) + O(6W?)
ist am Extremum zu fordern

68 = S(W)) = S(Wk)) = Te [{~k[m Wi +1] + A+ b o] £ 0

woraus folgt R R
—knWg +1] +X+nH =0
und damit

. 1 N
Wi — — e H/KT
K ZKe .
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4.4 Storungsrechnung fiir den kanonischen Zustand

Fine wirkungsvolle und allgemeine Methode zur Berechnung der Gleichgewichtseigen-
schaften nichtidealer, d.h. realer thermodynamischer Systeme ist die Stérungstheorie.

Dabei geht man aus von einem idealen System, charakterisiert durch den Hamilton-
operator Hy, und betrachtet die Abweichung davon als kleine Stoérung:

H= fy+ gV
Hierbei ist gV die Stoérung, mit dimensionsloser Kopplungskonstante g < 1. Die Energie-
eigenzustéinde |n) von Hy seien bekannt. Die Entwicklung von Wi, Zx, F in Potenzreihen
in g ergibt
WK=W0+9W1 +92W2+---
Zic = Zo+ 9% + -
F=F+gF+--,

wobei

Wy = o~ Ho/kT

Zy
Zp=Tr (e_HO/kT)
FQ = —kTIn ZQ

Eine Entwicklung des Operators

o H/KT _ —~(Hot+gV)/kT

nach Potenzen von g ist nicht unmittelbar moglich, da i.a. [ﬁo, V] # 0 und deshalb
e—ﬁ/kT ” e—Ho/kT e—gV/kT _
Wir schreiben deshalb X X
o—H/KT _ —Ho/kT S’(l/sz)
und berechnen die Potenzreihenentwicklung des allgemeineren Operators
S(8) = et =01

der fiir 8 = 1/kT gleich dem zu berechnenden Term ist.
Uber die Differentialgleichung

%S‘(ﬁ) = M0 (fy — H)e P = —gV (8)S(3)

mit

V(ﬁ) — PHo 7 o=BHo

61
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ergibt sich durch Integration die Integralgleichung

B
50 =19 [a3 V()59
0
Diese Integralgleichung 148t sich fiir kleine Kopplung ¢ i.a. durch Iteration 16sen:
B B B
S =1-g [a5 V@) + ¢ [a5 [ag VW) + -
0 0 0
=1+ Z g"S’n(ﬁ)
n=1
it B B I
500 = (-0 fasy [ag o [an v V()
0

0

o

Damit ist also

e_ﬁ/kT :e—ﬁo/kT{l_i_gSl(l/kT) +92S2(1/kT) 4+ ..

Bemerkung: Definition eines ,,Ordnungsoperators*

BOV(B) . B> P
V(6

Tg(V(ﬁl)V(BZ)) = {g(ﬁ;) (ﬁ ) Ba > b1

erlaubt Darstellung von S(3):
B
8(8) =1y exp g a5 V()
0

Beweis:

n

~ B
SB) =15 % [_g /dﬁ, V(g/)}
n=0

[e=]

o B B Bn-1
=Yoo fam [as [as v V)
n=0 0 0 0

mit G > P> ... > G
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4.4. STORUNGSRECHNUNG FUR DEN KANONISCHEN ZUSTAND

Erste Ordnung Stérungstheorie

e Zustandssumme:
1/kT

9z =g e[ M0 [a57(s)]
0

1/kT
=—gTr [ /dﬂ o BHo —Ho/kT (BHo V}
0

A

it = {1 a0

= —% Tr (efﬁo/kT\A/) = —gZy

e Zustandsoperator:

wobei <V>0 = Tr (VW).

e Freie Energie:

v )
F = —kTtnZg = —kT(énZo 4 (1 — g< >0)> = Fy +g(V), +0(¢g)

KT
gF) = —kT% =g(V),
Bemerkungen:
. TtW;=0

92 7 = e—F/kT — e—(F0+gF1+---)/kT — Zoe—gFl/k‘T

Zweite Ordnung

Alternative Methode: Kopplungskonstantenintegration von F(g):
oF _ —k:Tg In Tre— (HotgV)/kT
dg 99

_ 1 Tr [Ve—(ﬁ0+g\7)/kT}
K

= Tr (VW) = Z g" Tr (VIV,,)

n=0
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4.4. STORUNGSRECHNUNG FUR DEN KANONISCHEN ZUSTAND

Mit F(g = 0) = F} folgt durch Integration

n+1 A
T
1 v (VW,,)

[oe)
g
F = F
(9) O+nZ:on

2
:Fo—i-gTr(VWo)—|—%Tr(VW1)+---

Matrixelemente von Wi in Eigenzustédnden von Hy:

1/kT
<”I| AL In) = _Zi /dﬁ <n" o~ Ho/kT (BHo (V — <f/>0)e*ﬁflo In)
0
0
By /KT 1/kT
N N e Bt B
= —g (0| V = (V) ) 5 — /dﬁeﬁ(En/ En)
0
A e En’/kT e(En/_En)/kT 1
= =g (0 [V = (Vg In) = o
% % Wo(n') — Wo(n)
= +g (0| V= (V) Im) —p-—&
Daraus folgt
92 Nrd 92 N N A
@F = LT (Vi) = ST [(V = (V)i
2 o A A~
= Sl = (V) o) (| W1 o)

2 ) ~ Wo(n') — Wo(n
=L 57 - 7y FE LR

Bemerkung: Die storungstheoretischen Beitriige gF; und ¢?F» entsprechen den Kor-
rekturen zur Grundzustandsenergie, z.B.

9E1 = (0] gV |0)
N 2 1
2 2§ :
g 2 g n;éo <n’ V ‘0> EO _ En )

wobei die thermisch angeregten Zustéinde mit einem Besetzungszahl-Faktor Wy(n) — 0
gewichtet werden (Faktor 2 ergibt sich aus den beiden Méglichkeiten n’ = 0,n > 0 und

n = 0,n > 0). Der diagonale Term n’ = n in Fy verschwindet im Limes 7' — 0 wie
o~ (B1=Bo)/kT 1o

‘2 T—0

S W |l v - @y T2 07 - 01 710) 10)] =0
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4.5. THERMODYNAMISCHES VARIATIONSVERFAHREN

4.5 Thermodynamisches Variationsverfahren

Variationsverfahren sind eine wirksame Methode, um N&herungslésungen fiir den Fall
zu konstruieren, dafl Storungstheorie nicht anwendbar ist. In der Quantenmechanik wird
das Ritz’sche Variationsverfahren fiir die Bestimmung des Grundzustands eines Systems
benutzt, das auf der Ungleichung fiir die Grundzustandsenergie F beruht:

(V| H |[4) > Eq

Dabei ist |1)) ein beliebiger, normierter Zustand. Man setzt einen Variationszustand

|Pvar; Ai)
an, der von Parametern \; abhéngt. Diese werden variiert, so dafl
(thvars Mil H [thvari i) = E{\i}
zum Minimum wird. Dann mufl gelten

0
O\

0’F )

E{\}=0 ; BEW (=
k=03 W(amxj

wobei E.W.(A) die Eigenwerte der Matrix A bezeichnen soll. Fiir die statistische Physik
1483t sich ein entsprechendes Variationsprinzip fiir die Freie Energie benutzen, das von
der Minimaleigenschaft von F' im Gleichgewicht ausgeht.

Die verallgemeinerte Freie Energie

~ A A

F(W]) = (B) — TS(W]) = Tr {ﬁVV +ETW mW}

nimmt unter der Nebenbedingung Tr (W) = 1 ihren kleinsten Wert an, wenn W = W

Beweis:
FAWY ~ (1) = e { AW+ KTW W — e~ K7W [~ Zic — 2]}
o (- W wze - )

:kTTr{W[an—anK}}

Mit den Eigenzustinden |p) von W und |n) von Wi ist

WK n
WM

WKn
z—;wummr? (W‘l) =0

Tr {W[an - IDWK} } =— ZW“ |(pa|n)|? In
1,

und damit
F(W])-F(T) =0
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4.6. KLASSISCHER GRENZFALL

Anwendung auf Systeme wechselwirkender Teilchen im &ufleren Potential U:
H=Hy+ U+ Hyy

Néaherung des mittleren (selbstkonsistenten) Feldes (Molekularfeld): Wechselwirkung
H;,; wird ndherungsweise durch Einteilchenpotential beschrieben:

U+ Hp — Ug=U+Usp; ﬁ—>ﬁeff
Damit ergibt sich die Ndherung fiir den Zustandsoperator
Wep = o~ (Ho+Uu) /KT
Zsp

Usp wird so bestimmt, da F({Wsp}) minimal wird:
F({WSF}) =Tr {PAIWSF + ]{:TWSF In WSF}
= —KT'In Zse + Tr | [Hin — Osv] Wer |

Notwendige Bedingung fiir Minimum:

3
§Usp 0

5F = —kTéIn Zgp + Tr (—5USFWSF) + Tr “ﬁint — USF] 5WSF] =0
Mit

Zsr kT

5WSF _ WSF <_5ZSF 5U'SF>

und

—Heg /KT , _ ST
5ZSF - Ty € ( 5USF) 7
ZsF ZsF kT

ergibt sich das gegenseitige Wegheben der ersten Terme in 6 F. Der verbleibende Term
1&8t sich mit der Definition
(A)gp = Tr (AWsp)

als Bedingung fiir Usp schreiben,
(Hine — USF>SF<5USF>SF = ((Hins — Usr) 5(78F>SF ;

die fiir beliebige dUgp erfiillt sein muf.

4.6 Klassischer Grenzfall

Wenn die quantenmechanische Wellennatur der Teilchen eines betrachteten Systems un-
wichtig ist, d.h. wenn die thermische deBroglie-Wellenlénge kurz ist gegen alle charak-
teristischen Léngen des Systems,

Ar < mittlerer Teilchenabstand; Reichweite des Potentials;

ist eine rein klassische Beschreibung des Systems méoglich (Ar = (27h2/mkT)/?).
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4.6. KLASSISCHER GRENZFALL

Einzelnes Teilchen

Wir betrachten zunéchst ein Teilchen in einer Dimension, dessen Dynamik gegeben sei

durch den Hamiltonoperator
-9

~ p “
H=—+YV
2m (ac)

Fiir die Auswertung der Zustandssumme ist die Vertauschbarkeit von kinetischer und
potentieller Energie im klassischen Grenzfall wesentlich:

[%,V(i«)} — % [pv’(@) + V’(:&)ﬁ] .

Mit ,
V/(3) ~ —V ()
aop

1aB3t sich die rechte Seite abschitzen als

) 2
D" vl ~ —id PN viay = (AT
[Qm’ V(m)} - 1<2m> (V@) 2 <a0> ’
wobei A\p ~ 27h/ (p); benutzt wurde. Daraus folgt da8 fiir Ar/ag — 0 die Terme p?/2m
und V(&) vertauschen. Dann ist

. 52
e H/KT — exp _<2p_m + V(i“))/kT

_ o—D?/2mkT .~V (2)/kT (7 )‘_T
e e (1 + (9( o ))

und damit kann die Zustandssumme dargestellt werden als

Zr = Tr (e—ﬁ2/2kae—V(55)/kT) )

Die Berechnung der Spur kann mit Hilfe der Impulseigenzusténde

plpy=plp) :  (plp') =27hé(p—p') , /ﬁlpﬂp!:i

und Ortseigenzustéinde

Ty =xl|z) ; (z|l2") =b(x —2') /dx\@(x:i

und der Wellenfunktion .
(alp) = (pla)" = /"

erfolgen. Bildung der Spur in der Basis der Impulseigenzusténde

dp —p=/2m, —V(z
ZK:/E (p| 7P/ 2mkT =V @/ |p)

und einschieben des Einheitsoperators [ dz |z) (x| ergibt

dp o g2k ~V(a
Zi = [ pedoe P AT VO (o) (alp)
—————
=1
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4.6. KLASSISCHER GRENZFALL

und damit

_ [dpdx gk
ZK _/ 21h ¢

mit der klassischen Hamiltonfunktion

H(p,x) = %—FV(@’).

Interpretation: Der klassische Zustandsraum ist der sog. Phasenraum der Variablen
x,p. Die Zustandssumme kann aufgefafit werden als Summe iiber alle Volumenelemente

der Grofe 27f mit dem Boltzmanngewicht e~ Z/+T
p

Ap Az = 2wh
Az

ZK — ZG_H(pmxn)/kT Ap (Tn,pn)
n

(Bohr-Sommerfeld-Quantisierung). Ersetzen der Summe durch ein Integral im Limes
h — 0 ergibt den oben abgeleiteten Ausdruck.

Nach Ausfithren der Impulsintegration ergibt sich:

g = L/dace_v(g“)/kT
AT

mit

= (o)

N identische Fermionen

Nun werden Systeme mit N identischen Fermionen in D = 3 Dimensionen mit dem
Hamiltonoperator

N .9
A~ p A R
H:E —2;n+V(r1...rN)
=1

betrachtet. Wir definieren zuerst als Basiszustdnde im N-Teilchen-Hilbertraum die an-
tisymmetrisierten Impulseigenzustéinde

— —

1
1 BN) = —= Y (=D 7)) ® [f2) @ - @ |pn)
VNI &

die orthonormiert und vollsténdig sind:
PP BNIPT BN ) e = 2rh)*Y 6 = B) - 6By — P)

1 d3p1...d3pN . B ) ) )
N'J  (27h)3N D1 ... DN)pp (P11 DNl =1.
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4.7. GLEICHVERTEILUNGSSATZ UND VIRIALSATZ

Bei der Definition des Einheitsoperators in Ortsdarstellung ist zu beachten, dafl Zusténde
mit permutierten Koordinaten auf Grund der Symmetrieeigenshaften des Zustandsvek-
tors miteinander zu identifizieren sind. Bei unbeschrinkter Integration iiber die 7; gilt

also
1

N,/d?’rl dT‘N |T_‘)1,...77N><T_“1,...7:'N|:i

wobei
[71,...7N) = |F1) @ |T2) ® ... Q |FN) .

Damit 148t sich Zx analog zum Einteilchenfall schreiben als

d3 pld 7“2 CHUF 1 . oo L2
/ H it AT )
/H d pzd TZ _ {pl,m})/kT 1
(2mh)3 N’
da 2 1\2 . 2
‘(ﬁl...ﬁNm...FN)‘ - (ﬁ) [N!+(N—2)!ei<ﬁ1—ﬁ2><ﬁ—7’2>+...] —1

und Integrale {iber Phasenfaktoren von der Ordnung O ()\T / ao) und damit vernachléssig-
bar sind.
Ausfiihren der Integrale gibt

NI

Ty = _)\ 3N/d37”1 . 'd3’I“N e—V(Fl...FN)/kT )

Die hier betrachtete klassische N#éherung gilt fiir viele Gase und Fliissigkeiten (auch
Festkorper bei nicht zu tiefen Temperaturen). Ausnahmen sind:

o fliissiges Helium
e spin-polarisierter Wasserstoff (fliissig)
o festes Ho, Helium, etc.

e Teilsysteme wie Elektronen und Phononen in Metallen, Phononen, etc.

4.7 Gleichverteilungssatz und Virialsatz

Gleichverteilungssatz

Aus der klassischen Zustandsfunktion in der kanonischen Gesamtheit folgt z.B. fiir ein
Teilchen in einer Dimension:

<p8H(p, x) >

/ dpda: 8H _H/kT

dp 27rh
_ dpdﬂ? O [ _mHkr
B / Bp {e }
_ = dpdx —H/kT
= iy / ot ©
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4.7. GLEICHVERTEILUNGSSATZ UND VIRIALSATZ

Wobei im letzten Schritt eine partielle Integration beziiglich p durchgefiihrt wurde. Wenn
man nun noch in Betracht zieht, da§ Z = [ %e_H/kT ist, dann gilt:

<3H

p3—p> = kT

Fiir die iibliche Impulsabhéngigkeit der Hamiltonfunktion

folgt daraus

l<p3_H> _ <%> = (Hyin) = %kT .

Ebenso gilt
und damit speziell

Fiir harmonisches Potential V,(x) ~ 22 folgt
1

Es gilt der Gleichverteilungssatz:

Jeder Freiheitsgrad, der in der Hamiltonfunktion quadratisch vorkommt, liefert
einen Beitrag %sz zur inneren Energie.

Fiir ein einatomiges ideales Gas in D = 3 mit

N 52
H = =
Z 2m
=1
sind damit die Innere Energie und die Spezifische Warme gegeben durch
3 3

Fiir ein harmonisches Kristallgitter mit
N /=2
4 1
H = <p—Z + —mw852>
1

ergeben sich die innere Energie und die Spezifische Wérme zu
(E) = N3kT , Cy = 3Nk (Dulong-Petit-Gesetz) .

Quanteneffekte verkleinern i.a. diese Beitrige (,,Einfrieren von Freiheitsgraden*).
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4.7. GLEICHVERTEILUNGSSATZ UND VIRIALSATZ

Virialsatz

Eine allgemeinere Form des Virialsatzes fiir wechselwirkende Systeme mit
H({ﬁla 'Fz}) = Hyin + Hint + Hwand

und

i#]
148t sich ebenfalls ableiten. Hierbei ist i.a. aber der Beitrag des Wandpotentials zu
berticksichtigen, das die Teilchen im gegebenen Volumen einschlief3t,

HWand - Zw(ﬁ)
4

Die von den Teilchen auf die Wand ausgeiibten Krifte —6iw(ﬁ) addieren sich zum
Druck P, den die Wand ausiibt. Es ergibt sich also fiir die Summe der Kréfte in einem
Volumenelement AV mit dem Fléichenelement df auf der Wand am Ort 7 folgende
Beziehung:

‘ df
> Viw() = aPdf

IEAV
Damit erhalt man
> 7 Viw(i) = Pjéf- fdf = P/ div 7 dr = 3PV
i
Insgesamt ist also zunéchst

<§:F ' WH> = <% Z(ﬁ — ) - V(|7 — Fj\)> + 3PV = 3NkT
i=1 i£7

7]

Benutzt man nun (Hy,) = %N kT ergibt sich aufgelost nach PV der Virialsatz:

= §<Hkin> - %Z <Fij . 6iU(ﬁ‘j)>

i#]

PV

wobei 7; — 7; = 75;. Dieser allgemeine Virialsatz ist auch fiir Quantensysteme giiltig.
Zum Beweis betrachtet man eine isotrope Volumenénderung des Systems, und fiihrt
dimensionslose Observable & ein durch

F=L% mit V=1L3
Der Hamiltonoperator ist dann
T . .
H=>" —5— 73 Vi + Hui (L, . LEN) + Hwana
i
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4.8. QUANTENKORREKTUREN ZUR KLASSISCHEN STATISTIK

wobei benutzt wurde, dafl Hywanqa unabhéngig vom Volumen ist. Differentiation nach V'
ergibt

OH LOH 2 1 -

— = —— = ——Hy; - 7+ ViHing -

av _30L 3 k”‘+3§i:” Vil
Bildet man davon den thermischen Mittelwert, so erhélt man den Virialsatz, denn
<9l ~—_p

4.8 Quantenkorrekturen zur klassischen Statistik

Die Berechnung der Quantenkorrekturen kann in Analogie zur WKB-Ndiherung der

Quantenmechanik erfolgen. Dazu niitzen wir die formale Ahnlichkeit des Zeitentwick-

lungsoperators und des Boltzmannoperators e H/KT gug (,imaginére Zeit* g = 1/kT).
Im Beispiel eines Teilchens in D = 1 ist zur Berechnung von Zx das Matrixelement

(pl e/ [2)
zu entwickeln nach Potenzen von h, wobei H = % + V(z) ist. Wir betrachten die
Differentialgleichung
0 n? d?
~ a8 {ple™ M |a) = (p|e " H |z) = oz T V(@) (ple™ M |x)

die eine Art Schrodinger-Gleichung fiir imaginédre Zeiten § darstellt. Wir erinnern uns
an den Ansatz fiir die quasiklassische Ndherung der Wellenfunktion

o7, 1) = o500

und setzen an '
(e a) = e 450

Daraus folgt die Differentialgleichung:
dS  hr 1 [05\2 h\2 1 9%S
) B (e 174 _(Zy 22
o i {Qm (63@) + (x)} < i) 2m Ox?
Der Potenzreihenansatz

S =S+ ?Sl + (h)252 v (h)gsg 4

i i

ergibt die Gleichungen

0So

o5 0

651_ 1 850 2 _p2 -
aﬁ_2m<8m> V_2m+V_H
95, _ 1005 pov

a—ﬁ m Ox Ox m O0x
083 1 19081\2 105,05 1 95
a—ﬁ:%<ﬂ> m 8z Or  2m Ox?

G+ (B 5] -

om L\ oz m/) 0z2]  2m 022
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Diese kann man nun nach den jeweiligen S; auflosen. Wenn man beachtet, dal Sy un-
abhéngig von [ ist, folgt fiir dieses:

So = px da gilt (p|e™PH |z) = e7iP2/R

lim
B—0
Fiir die anderen folgt daraus:

S, = HB mit S$(0)=0

1poV
Sy = - ——
2 2m Ox &
B3 oV p*\ OV 3 9*v
S. = (== L D
s 6m[(6m> +(m> 8m2} 4m 9z
Fiir die Zustandssumme erhélt man damit (8 = 1/kT):
B dpdzx _BH
Zi = [ S wle o) ()
/dpd:n ei% [SoJr%SHr(%)QSQJr---] eip:v/h
2mh

mit Sg = pzx folgt e~ w50 = o=2/h ynd somit kiirzt sich die Exponentialfunktion heraus

und iibrig bleibt:
2
Ty = /dpdl' o [51-1—?524-(%) S3+---]
27h
Nun setzt man S; = Hf ein und erhélt mit 5 = 1/kT

Zx = /% e—H/kTeih[ngr?sSJr.__]
2mh

Entwickeln der Exponentialfunktion ergibt:
ih[So+% S5+--] h 2 Lo
€ 2Ties %1——52+h(53—552)+
i

wobei zu beachten ist, da8 (S2), = 0 da S ungerade in p.

Freie Energie

Mit obigen Uberlegungen zu Zx 148t sich die freie Energie schreiben als:
1
2 2
F=Fy— kI ln(l—i—h <Sg— §S2>0+"')

wobei Fy die klassische freie Energie darstellt und (), den klassischen Mittelwert be-
zeichnet. Mit <p2> = mkT und <%QT‘2/> = %<(%—Z)2> ist

= () wls 53 ()

) =) ((3)) -

und
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Die erste Quantenkorrektur zur freien Energie ist damit gegeben durch

Sy 4 S 0 R

24m(kT)2 \\ 8z A8r\ry/) kT

wobei in der letzten Gleichung folgende Definition fiir die Reichweite des Potentials

eingefiihrt wurde.
Fiir ein Vielteilchensystem ergibt sich analog:

= Moo
fw:l%*‘zmakTﬁ<§;(v”q )

1=

Beitriige mit ungeraden Potenzen ab K% ergeben sich aber noch zusitzlich durch die
Identitét der Teilchen: ,, Austauschbeitriage®. Wir werden spéter den fithrenden Beitrag
berechnen.

4.9 Klassische Zustandsfunktion

Die im vorletzten Abschnitt durchgefiihrte Grenzwertbildung 1483t sich formal auch auf-
fassen als Limes 7 — 0 bei festem T, etc. . Damit 148t sich nun der Erwartungswert einer
Observablen X in einem beliebigen Zustand, charakterisiert durch den Zustandsoperator
W, darstellen.

e Fiir ein Teilchen ist

X=X@pa) , W=W(pi).
Wir ordnen nun in X alle Impulsoperatoren p nach links, alle Z-Operatoren nach
rechts
X - X =X[1+0(n)],
da die Korrekturen von der Kommutatorrelation [p, ] = —ih verursacht werden.

Fiir W withlen wir die umgekehrte Ordnung;
W =Wyp[1+0O(R)] .
Fiir den Mittelwert von X gilt also im Limes A — 0

dpdx
2mh

dpdx
2mh

(X) = Tr (XT7) = / (ol X |z) (| W |p) = / X(p, )W (p, ) |

wobei X (p,z) dadurch entsteht, daf in X (p,#) die Operatoren p,z durch ihre
Eigenwerte ersetzt werden, usw., denn (p| X, |z) = X (p, x), etc. .
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4.9. KLASSISCHE ZUSTANDSFUNKTION

e Die Zustandsfunktion
WD) — (.
27h ’
&8t sich deuten als die Dichte der Punkte im Phasenraum fiir den gegebenen
Zustand. Dies ist gleich der relativen Haufigkeit, mit der der Zustand (p,z) des
Systems in der betrachteten Gesamtheit auftritt. Mittelwerte sind damit definiert
als:

() = [ dpdzwip. )X (p.a)
e Fiir Systeme von N identischen Teilchen definiert man analog die Zustandsfunktion

L WUEL{EY
w(p1,---,pN;T1a---»’"N):W

als relative Haufigkeit pro Volumenelement d*™p d3Vz.

Es ist auch hier niitzlich, verkiirzte Zustandsfunktionen einzufiihren. Die Boltzmann’sche
Verteilungsfunktion f(p, Z) gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Teilchen mit Impuls
p am Ort 7 zu finden

N

F6.) = [ @9a e w3 00— )6 )
=1

Im Gleichgewichtszustand der kanonischen Gesamtheit ist

1 P ARCAIY

und damit mit H = ), Py

i 2m

F5.7) = NSt emen [ r2 o & exp[ VT, 7, ) /KT
[drid®ry... d3ry exp [—V/kT|

Und fiir ein Gas unabhéngiger Teilchen mit H = )", ( + u(r;)) folgt

e sexp[— (& + u(f) /KT]
fd?’r exp[ u(T )/k‘T]

Die Teilchendichte bzw. Teilchenstromdichte ergibt sich aus

f(0,%) =

n(7) = / &pf (7, 2)
70 = [dnL 15.2).
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4.10. ZEITLICHE ENTWICKLUNG DER KLASSISCHEN ZUSTANDSFUNKTION

4.10 Zeitliche Entwicklung der klassischen Zustandsfunktion

Die zeitliche Entwicklung eines klassischen Systems wird durch die Newton’schen Bewe-
gungsgleichungen gegeben. Fiir die Beschreibung der Bewegung im Phasenraum ist die
Hamilton’sche Formulierung geeignet:

Fiir ein Teilchen in einer Dimension gilt

Q(t)__a_H . Q(t)_a_H
a’" T Tar 0 atN T ap

mit der Hamiltonfunktion H(p, z). Die zeitliche Entwicklung eines reinen Zustands, mit
Zustandsfunktion

w(p,x;t0) = 6(p — po) 6 (x — o)

(Teilchen am Ort xg mit Impuls py zur Zeit tg) ist damit gegeben durch
w(p,x;t) = 6(p — p(t)) d(z — x(t))
und erfiillt die Bewegungsgleichung

92 o [L9p@) 9 Ox(t) O .
st = |~ o ot 5z i 1)

S LLBAN AT
Loz op  Op oz WP, %3
- (),

wobei die Poissonklammer eingefiihrt wurde als
0A0B 0AOJB
(a3} = (2408 0408y
Op Ox  Ox Op
Fiir ein System von N Teilchen in D = 3 Dimensionen gilt entsprechend

0
aw(ﬁl ---ﬁN;Fl 7?]\[) = —{H,w}

wobei

{Hw} = ENJ [ﬁﬁiH Vpw— Ve H - ﬁﬁiw} .
=1

Zeitliche Bewegung im Phasenraum

Jedes klassische System kann durch einen Punkt im 6 N-dimensionalen Phasenraum dar-
gestellt werden.

Eine statistische Gesamtheit von Systemen wird durch die Punktdichte w({p;}, {7;})
im Phasenraum représentiert. Da die Zahl der Punkte (= Zahl der Kopien des Systems)
fest gegeben ist, gilt ein Erhaltungssatz:

N
/Hd?’pidgy’ﬂi w(ﬁl . -ﬁN;'Fl e ’FN) =1
i=1
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4.10. ZEITLICHE ENTWICKLUNG DER KLASSISCHEN ZUSTANDSFUNKTION

Die lokale Form dieses Erhaltungssatzes ergibt sich aus der Bewegungsgleichung fiir w:

%—1: + div(Vw) =0|  Liouville

Hierfiir wurde die lokale Strémungsgeschwindigkeit im Phasenraum

L /0P Opy OF OFn
V= (=L 2oL 2N
(at ot ot at>
= (~-VpH...~ Vi H;VyH...Vj

N

H)

definiert. 7= Vw ist die Punktstromdichte im Phasenraum. Die Liouville-Gleichung 148t
sich leicht beweisen:

Wegen div V =0 ist das ,Phasenraumgas® inkompressibel und es gilt

d ow ~
szg—l—(v-grad)wzo,

d.h. die totale Zeitableitung von w verschwindet, die Phasenraumdichte bleibt entlang
einer Phasenraumtrajektorie konstant.
Die Bewegungsgleichung fiir die Boltzmann’sche Verteilungsfunktion

N
167 = [ T] @i ol w7
=1

ergibt sich durch Multiplikation der Gleichung %w = —{H , w} mit

und Spurbildung;:

o e e g
g (p, 7, t) = /Hd3pj d3rj2[—vﬁiH-V;iw+V;iH-Vﬁiw o(p,7)
j i

Mit der Hamiltonfunktion
P2
H({p 7)) = Y |55 +uli)| + V(7))

i
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4.10. ZEITLICHE ENTWICKLUNG DER KLASSISCHEN ZUSTANDSFUNKTION

und deren Ableitungen

VyH = % . Ve H=Vau()+ VeV = —F

erhilt man die Boltzmanngleichung

—

0 P = S o
i R v F-Vaf=1
(9tf+m of+ 2

(ﬁ = Vu im Grenzfall Dichte — 0, siche unten) Dabei wurde benutzt, daf ,,Oberflichen-
terme“ der Form

[e o]

Dix 0 D1z
/dml E(?—mlw = [w(zq = 00) —w(zy = —00)] =0

—00

verschwinden und auflerdem

/(%'ﬁ?ﬂ)@z—/(%'ﬁﬁ@)w: @'(677@)10—’%'6#

sowie

—

(7= 77w

[ (Faw)e=- [ S (o)
6, [ Y Fior- 7

i

= F gt +3 [ 3 (F - F)o- ot - rpw

(2

—I+AF-g,f

gilt. Der Beitrag I der rechten Seite verschwindet, wenn die Wechselwirkung V' gegen
null geht. In einfachen Fillen 148t sich I als ,,StoBintegral“ darstellen, das die Anderung
der Verteilungsfunktion durch Stofle der Teilchen beschreibt. Fiir ZweierstoBe gilt z.B.

P 2
I = [ ot} Qo5 [0 £t
~IELEDIEL D] y
D2 D
Im elementaren Stofiprozef} ist i.a. die Energie und auch der Impuls erhalten, so daf3
Q(P7P2§p/17p/2) = @5(61) +€py — €pr — 6pé) 53(ﬁ+ P2 — ﬁ{ - ﬁQ/)

weiter gilt @ >0 und Q(pp2; pip'2) = Q(pap; P'1p0'2) = Q(p'11"2, pp2)
Im Gleichgewichtszustand ohne duflere Felder ist

f@, ) = flep)
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4.10. ZEITLICHE ENTWICKLUNG DER KLASSISCHEN ZUSTANDSFUNKTION

und damit mufl 7 = 0 sein. Daraus folgt
[f(ep)f(em) - f(epﬁ)f(epé)] 6(ep + €py — € — 6p5)53(ﬁ+ P2 — ﬁl - ﬁ2)
= Fley) () {exp[n f(ep) +1n fleps) —In fleyy) = In fleyy)] — 1}
X O(ep + €py — €py — € )O(D+ P2 — P'1 — P'2)
20
ist erfiillt fiir

—(p—ma)?

Inf(ep) =a+bep+¢-p  dh. f(ep) = ce™ 2miT

wobei b = —1/kT gesetzt wurde. Die Uberlegung zeigt, daB I = 0 fiir eine grofere Klasse
von f’s gilt, ndmlich

Fep) = exp { | = (5= mid(, ) + u(r0)| /kT () |

die ein sog. lokales Gleichgewicht charakterisieren.Hier ist « die lokale Stromungsgeschwindigkeit.
Der Ubergang vom lokalen zum globalen Gleichgewicht erfolgt dann iiber Stréomungs-
prozesse und nicht durch mikroskopische Stofprozesse.

Eng verkniipft mit der Existenz von lokalen Gleichgewichtszusténden sind die Erhal-
tungssdtze fiir

Teilchendichte n(r) = / d®p f(p, 7)
Impulsdichte g(r) = /dgpﬁf(ﬁ, ) = mj(r,t)
Energiedichte e(f) = / Ppe, f(7.7)

Sie ergeben sich durch Multiplikation der Boltzmanngleichung mit (1, 7, €,) und Inte-
gration iiber p:

5@+ Ve [ a1+ [@pFFpren = [ a1,

Wegen
F. /d?’p 6];]’(17, 7) =0 (aufgrund von f — 0 fiir |p] — o00)

und
/d?’ppr:O mit x, =1 oder p, oder ¢,

ergibt sich dann

0 -
an(f’) + Vi 7(F)=0 Kontinuitdtsgleichung

%g(F) + 67?- ﬁ (¥) = ﬁn(f’, t) Impulserhaltung
%e(f’) +V-j.=F -§/m Energieerhaltung
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4.10. ZEITLICHE ENTWICKLUNG DER KLASSISCHEN ZUSTANDSFUNKTION

Hierbei wurden definiert:
Spannungstensor: IL;(7) = [ d°p—=f(P,7)
m
Energiestromdichte: Je = / d3p gep f@,7);
m

Da das Stoflintegral ein komplizierter Integraloperator ist, der nicht exakt verarbeitet
werden kann, verwendet man oft die sog. Relaxationszeitnaherung fiir das Stoffintegral
I

1r, .. 0
I= _; [f(parvt) - f (p,r,t)}

Boltzmann verwendete seine beriithmte Gleichung auch um zu zeigen, daf3 die ,,Entro-
pie“, definiert als

H(t) = / dBp d3r f(p,7,t) 1nm
niemals abnimmt, das sog. H-Theorem.

d., 5 1

att = e glranom e
- /d ln?—f]
- /d3pd3r Stoﬁ[ ?_f]
— b [ [ d ' QB B (e i)
_ L[ 3, 13 ff2
= 3o [oredna flfg( 1f2 L)sis

>1n(ff2/f1f2)
Jar [aanom) s > o

wobei die Positivitdt und Symmetrie von @ benutzt wurden.
Auch wurde [ d*pd®rZ - 5[fIn %] = 0, etc. beniitzt.

v

Bemerkung: Man kann zeigen, dal H = S im stofidominierten (hydrodynamischen)
Bereich gilt.
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Kapitel 5

Reale Systeme im thermodyna-
mischen Gleichgewicht und
Phaseniiberginge

Im folgenden werden wir eine Reihe von thermodynamischen Systemen betrachten, fiir
die die Zustandssumme nadherungsweise berechnet werden kann. In all diesen Beispielen
gibt es einen vereinfachenden Gesichtspunkt, der entweder eine Entwicklung nach einem
kleinen Parameter, oder in Ausnahmefillen sogar eine exakte Losung erlaubt.

Als erstes Beispiel werden Spinmodelle betrachtet, die z.T. exakt ldsbar sind, z.T.
aber auch mit Hilfe der Molekularfeldniherung behandelt werden. Hier gibt es Pha-
seniibergidnge zwischen der magnetisch ungeordneten Hochtemperaturphase und geord-
neten Tieftemperaturphasen.

Als zweites Beispiel betrachten wir ein verdiinntes Gas, bei dem eine Dichteent-
wicklung moglich ist. Eine Extrapolation zu grofleren Dichten fiihrt zur sogenannten
van-der- Waals- Theorie, die den Phaseniibergang von Gas zur Fliissigkeit beschreibt.

Die allgemeine Theorie der Phaseniiberginge wird dann kurz skizziert.

5.1 Spin-Modelle mit Wechselwirkung

Spinmodelle beschreiben magnetische Momente, die an den Gitterplétzen eines Festkorpers
lokalisiert sind, und miteinander wechselwirken. Meist handelt es sich um Isolatoren.

Lokale magnetische Momente

In Atomen mit teilweise gefiillten inneren Elektronenschalen (d-oder f-Schale) addieren
sich die Spins und Bahndrehimpulse der Elektronen dieser inneren Schalen oft zu einem
von Null verschiedenen Gesamtdrehimpuls, den wir Spin nennen. Dieser Spin ist relativ
stabil, da die inneren Schalen gut abgeschirmt sind.

Jedem Gitterplatz ¢ 148t sich ein Spinoperator

Si = (Sizs Siy» Siz)
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5.1. SPIN-MODELLE MIT WECHSELWIRKUNG

zuordnen, der den Vertauschungsrelationen fiir Drehimpulsoperatoren geniigt:
[Sip, Siv] = i€urSin
Spinoperatoren verschiedener Gitterplétze i # j vertauschen:
[Sips Sjv] =0
Die S;, wirken auf Zusténde |¢), die durch (25 + 1)-komponentige Spinoren

(Sly)

(=S[¥)
darstellbar sind, wobei |m) mit —S < m < § die Eigenzustéinde von S, und 5?2 sind:

S.|m) = hm|m)
S2im) = K2S(S+1)|m)

Im folgenden werden wir ausschliellich S = % Systeme betrachten.

Fiir Spin % lassen sich die S;, durch die Paulimatrizen darstellen:

S = %h(ax, Oy, O'Z)

mit den Paulimatrizen:

(01 (0 —i (1 0
?=\10) > %= \io) %" o -1)"
Die Spins besitzen ein magnetisches Moment

p=vS ,  |Al[=pr="7,
wobei 7 = ge/mec das gyromagnetische Verhdltnis ist und der ,g-Faktor“ von der Zu-
sammensetzung der Spins abhéingt. Ein angelegtes Magnetfeld B fiithrt zu einem Ener-
giebeitrag

—

Hz—’yé-S,

der sogenannten Zeeman-Energie.

Wechselwirkung von Spins

Dipolwechselwirkung: In der klassischen Elektrodynamik wechselwirken zwei ma-
gnetische Dipole d; , do an Orten 77, 75 iiber das Potential

- — - = 1
Uoip = (d1-Vi)(d2- Vo) oy

3(d1'f12)(cz2'f12)—6171'6f2 . T —Tp

|7 — 7|
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5.1. SPIN-MODELLE MIT WECHSELWIRKUNG

In der quantenmechanischen Beschreibung ergibt sich fiir ein System von Spins 5‘;, die
mittels Upj, wechselwirken

1 -
Hpyp = 572 D (Si- Vi) (S5 Vj)ﬁ
i#]
Diese Wechselwirkung ist sehr schwach, wie folgende Abschétzung zeigt (a, =Bohrradius)

e 2, 51 e? h? 1 rap\3 _6
Bow = (12) 7 = () () ma (o) 107
12 B = 12

Austauschwechselwirkung: Die dominierende Wechselwirkung der Spins ist quan-
tenmechanischen Ursprungs und ergibt sich aus der Coulombwechselwirkung durch Aus-
tauscheffekte (Heisenberg):

Wir betrachten zwei benachbarte Elektronen mit Spins §1, §2 wobei S = % mit
Gesamtspin

5 = §1 + §2

Falls S = 0 (Singlet) ist der Spinzustand gegeniiber Vertauschung von Sy, Sy ungerade.
Die Bahnwellenfunktion ¢ (717%) der Elektronen, die die magnetischen Momente verur-
sachen, mufl deshalb gerade sein (¢ (71,72) = ¥ (72,71)). Das Umgekehrte gilt fiir den
Zustand mit S =1 (Triplet).

e Fiir S = 0 ist ¢ gerade mit Coulomb-Wechselwirkung AF)
e Fiir S =1 ist ¥ ungerade mit Coulomb-Wechselwirkung A F

Das Matrixelement der Coulombwechselwirkung zwischen den Elektronen héngt also von

S ab: )
AE = AEy + §(AE1 — AEp)S(S+1)

Ersetzen des Eigenwerts S(S + 1) durch
S§? = (§1 + 52)2 =28, -5, + 5? + §§ =28, - S5 + const.
gibt den effektiven Austausch-Hamiltonoperator
Hip = —J1251 -S> mit Jio = AEy— AE; .
Fiir ein System von Spins im Magnetfeld folgt
H=->"17;S;-8;—+B-> 8,
Y] i
das sog. Heisenberg-Modell.

e Positive bzw. negative Austausch-Wechselwirkung begiinstigt ferromagnetische bzw.
antiferromagnetische Ordnung.

e Die Groflenordnung von J ist durch die Aufspaltung AFE, — AFEy gegeben, d.h. sie
ist proportional zur Coulombenergie, also im eV-Bereich.

83



5.2. EINDIMENSIONALES ISINGMODELL

Es gibt weitere Wechselwirkungen z.B. mit dem Kristallfeld und {iber die Spin-Bahn-
Kopplung, die zu Anisotropie im Spinraum fiihren kénnen, so dafl z.B. S bevorzugt
entlang einer Achse orientiert ist. Dies wird im Ising-Modell beschrieben

Hlsmg - Z Jzy SZZS]Z 7B Z Szz
7]
Auch der Fall planarer Spins ist realisiert im X — Y -Modell
Hx_y ==Y Jij(SiSje + SiySjy) = 7B Y _ Sia
ij i

Diese Spinmodelle lassen sich fiir Spins beliebiger Linge S definieren. Im Grenzfall
S — oo gelangt man zum klassischen Heisenbergmodell: Mit der Definition des Einheits-
vektors §; in Richtung von S;

folgt die Hamiltonfunktion

H=-J) & 5 — fioB - ZSZ mit J = JS(S + 1)h? und fip = yvh/S(S + 1)
)

(ij

wobei die Reichweite der Wechselwirkung auf die néchsten Nachbarn beschrinkt wurde
((ij) bedeutet Summation iber néchste Nachbarn).

5.2 Eindimensionales Isingmodell

Das Isingmodell in D = 1 148t sich exakt behandeln. Die Energieeigenwerte sind gegeben

durch
{O—Z ——gZUZUZH hZO'Z

wobei o; = =1 und
J B
- p— Ho2

o hy h
i T it /=GN wd =03

9= 9

Mit Einfiihrung periodischer Randbedingungen o1 = 07 (geschlossene Spinkette) gilt

{‘72
E e(oi,0i41)

i=1
wobei
€(0i,0i41) = —9oioit1 — 5(07 + 0it1)
und damit
Zy = Z —B{a)/kT Z Z (01092) T(0303)---T(on0o1) ,
{o:} o1=%1 on=%1
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5.2. EINDIMENSIONALES ISINGMODELL

wobei die Transfermatriz T elementweise definiert wurde mit

T(O'O'/) _ e*é(O’,O”)/kT

A~ eg+h efg
= e™9 eIh
T kann mittels einer unitédren Transformation U diagonalisiert werden:

~ ~ by 0
A T o 1
T=U TU—<0 )\2>

N AV
NN __ 1
@) —<o A5V>

Dabei ist in der Kompaktschreibweise

oder in Matrixform

und damit ist

Zr = Te (TV) =AY +2),
wobei A\; und Ay die Eigenwerte der 2 x 2-Matrix T sind, die aus
det(T — A1) =0
bestimmt werden kénnen:

det(T — A1) = (et — M\)(e?™" —\) —e™%
=X —2)e9coshh +e%9 —e 29 =0

Die Losung dieser quadratischen Gleichung ist:
A2 =¢ecoshh telV sinh® h + e—49
Im thermodynamischen Limes N — oo tragt nur der groflere Eigenwert, also A1, bei:
Zk = )\]1\7(1 + O(e_N)) .
Damit ist die freie Energie

F(T,B) = —kTNIn X\

= _-NJ—-kTNIn

M) \/ 2(@) —4J/kT
cosh( T + 4/sinh T +e

Im feldfreien Fall B=01ist \{ = e9 +¢e79

F(T) = —k:TNln<2 COSh(%)) ,

ghnlich dem F(T) fiir freie Spins im Magnetfeld, wobei pgB durch .J ersetzt wurde.
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5.2. EINDIMENSIONALES ISINGMODELL

Fiir T — 0 und B # 0 findet man falls J > 0
Fe—NJ—N%,

also ferromagnetisch ausgerichtete Spins.
Falls J < 0 und |J| > ppB/2 findet man

F — N|J| - N-2|J]=-NJ|,

den antiferromagnetischen Neél-Zustand (T|T]).
Bei hohen Temperaturen (J < kT') gilt

F=—-kETN ln<2 COSh(%)) - thanh2<%>
= Frei + O(J) .

Korrelationsfunktionen

1 —1
<UZUJ> = Z 0,0 e —E({o:})/kT
{‘71} 1
1 N h e N
= -0 (T 6. 1776, TN IHT)
(6, : Pauli-Matrix) N—j+1

Mit den Eigenvektoren von 7"
T =N ,1=1,2

gilt allgemein

T=> [N
l

)\NJrz ])\] i

O’O’ 7.
i) %:‘ AN+ Y

und damit

Im Limes N — oo kann (Ag/A1)" — 0 genommen werden und man erhilt

(0i05) Z‘ 1|02‘l <)\l/>] Z.

I'=1

Wir beschrinken uns im weiteren auf den Fall B = 0.

Eigenvektoren von
A~ eg e_g

0-350) - (%)
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mit den Eigenwerten
A1 =2coshg , Xy =2sinhg

wey = zan(y 4 () =0
1

(1]6-12) =

Damit ist

und die Spinkorrelationsfunktion ist mit Ay/A; = tanh g

AoNi—i NG
(0i0;) = <A_1) — o 19-il/E (1) U=/
wobei die ,Korrelationslinge* £ definiert wurde als

1 AL | J |

—=In =Incoth—>0, T>0
£ | Ao | kT

Im Grenzfall T — 0 ist & = iej/kT — 00 (coth | g |= 1+ 2e72191 | | g |— o0). Es gibt
also fiir alle T' > 0 keine langreichweitige Ordnung (LRO) des Spinsystems und damit
keinen Phaseniibergang.
(oi0))
J > 0 (ferromagnetisch)

[l [l [l [l [l
T T T \-I/ T
-
-
-
-

i =7

J < 0 (antiferromagnetisch)

Abbildung 5.1: Spinkorrelationen

Bemerkung: Das Ising-Modell ist auch anwendbar auf Fliissig-Gas-Systeme (Gittergas-
Modell):

T T = besetzt
R | = leer
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5.3. NAHERUNG DES SELBSTKONSISTENTEN FELDES FUR DAS
HEISENBERGMODELL

5.3 Niherung des selbstkonsistenten Feldes fiir das Hei-
senbergmodell

Fine besonders wichtige Rolle spielt die Beschreibung des Phaseniibergangs im ferroma-
gnetischen Heisenbergmodell:

H=-JY 8-S;-yB-Y S , J>0
(i) i

Bei hohen Temperaturen (J < kT') verhélt sich das System wie ein fast freies parama-

gnetisches Spinsystem.

Bei T' = 0 ist der Grundzustand sogar fiir B = 0 durch den vollsténdig ausgerichteten
Zustand, z.B.

[ =111 ... 1)
gegeben mit Energie (B = 0)

Ey = —JZ 52 (= untere Schranke fiir H)
(ig)

Dieser Zustand [¢)), besitzt LRO, unterscheidet sich also qualitativ vom Hochtempera-
turzustand. Dazwischen sollte also ein Phasentbergang stattfinden.
In Molekularfeldnédherung wéahlen wir den kanonischen Zustandsoperator als

. 1 5
Wep — o Hsp /KT
ZsF

mit dem Hamiltonoperator

Hgp = _7(§+§SF) Zgz ;
;

der ein System freier Spins im Magnetfeld Bog = B + Bgp beschreibt (B, Al B 2).
Der Ausdruck fiir die freie Energie

F{Wsr} = (H)q, — TS{Wsr}
= Tr (ﬁWSF + kTWSF In WSF)
= —kTIn Zsp + <ﬁ — ﬁSF>SF
muf} beziiglich des Variationsparameters ESF minimiert werden. Wir beschrédnken uns
auf § = % und definieren Abkiirzungen

_ poBest _ poB
gz = HOZeft h=HZ

kT ’ kT
Die Zustandssumme ist gegeben durch

f 1
Zgp = Tre Hse/FT — (2 cosh x)N (freies Spin §—System)

<§Z>SF = gé tanh x
2
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Damit erhalt man

F{WSF} = —kTIn Zsp — J<Z 52 . §j>SF + ’yésp . Z<§Z>SF
(i) @

= N{—k:Tln(Qcoshx) - %jz tanh?z + kT (x — h) tanhx}

z ist die Anzahl ndchster Nachbarn. Der stationére Punkt ist gegeben durch

9
ox

1

cosh? z

F{Wsr} 20= [—jztanhx+ kT (x — h)

und damit
Ho Beff

kT
Diese Beziehung ist anschaulich leicht zu verstehen:

poBsr = Jz tanh

Bgr ist das mittlere Magnetfeld, das durch Wirkung der umgebenden Spins
am Ort i erzeugt wird. Der Wechselwirkungsanteil von H 148t sich dement-
sprechend wie folgt in Molekularfeldnéherung behandeln:

N =z
HWW = —JZS_';S_;] ~ —Jzzgi-<§i+a>
(7)

i=1 a=1
— (5 Y8 L B Y8

Daraus folgt
poBest
kT

in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Extremalbedingung.

woBsr = zJ<S> = ngtanh

Die Losung der Selbstkonsistenzgleichung

kT
—(z — h) = tanhx
Jz

kann graphisch erfolgen (Fall B = 0):

T>Te T<Te
/ -~
______/ ________ ;4_—
// //’ tanh
/ -~
/ e
/ -7
/ i
/e
///
x

1. T >T,.: Es existiert nur die Lésung x = 0 und somit Bgr = 0.

2. T <T.: Es existiert ein Schnittpunkt = # 0.
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HEISENBERGMODELL

Man hat also einen Phaseniibergang bei T' =T, = % Die Magnetisierung

oF M

M =—o5 = Mytanhz , My =~SN M“h

ist damit fiir T' < T, ohne dufleres Feld B von Null verschieden. Dieses Phinomen nennt
man spontane Magnetisierung (Ferromagnetismus). Der Zustand besitzt langreichweitige
Ordnung (LRO), denn es ist  (S;Sj)qp = ($Yer #0, |i—j| — oo . Die Richtung von
M ist beliebig. Fiir gegebenes M ist aber eine Richtung ausgezeichnet, d.h.:

Der Zustand mit spontaner Magnetisierung besitzt geringere Symmetrie beziiglich
Drehungen im Spinraum als der Hamiltonoperator: spontane Symmetriebre-
chung

Man nennt M den Ordnungsparameter (OP).
Aus dieser spontanen Symmetriebrechung ergeben sich wichtige allgemeine Konse-
quenzen:

1. Existenz von Anregungen mit lickenlosem Spektrum w(q) — 0, ¢ — 0 , sog.
Spinwellen.

2. Existenz von Defekten im Ordnungsparameterfeld (Blochwénde zwischen Doménen
mit unterschiedlicher Ausrichtung von M).
Phaseniibergang in MF-N&herung

Wir definieren den Ordnungsparameter als

b to(B + Bsr) =0 Paramagnet

=t
m an T

firB — 0
#0 Ferromagnet

Die Freie Energiedichte 1a8t sich dann schreiben als (n = N/V)
1
F(T,m, h) = n{kT[m 1 mQ} — SKTam? + KTm][ Artanh (m) — h]} .
Fir T'— T, und B — 0 geht m — 0. Damit 148t sich f nach Potenzen von m entwickeln:
gl o 1y 6
f=-nkTIn2+ f{§7'm + me — mh} + (’)(m )
(Ginzburg-Landau-Entwicklung)

mit
T—-T - 1
©  (reduzierte Temperatur) und f=nkT., b= 3
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5.3. NAHERUNG DES SELBSTKONSISTENTEN FELDES FUR DAS
HEISENBERGMODELL

Jeder Phaseniibergang, bei dem
1. sich die Symmetrie des Zustands &dndert
2. der Ordnungsparameter fiir T' — T, gegen Null geht

besitzt eine Ginzburg-Landau-Entwicklung der freien Energie wie oben. Die Form des
relevanten Anteils

-1 1
Af = f{§7'm2 + me4 — mh}
wird allein durch Symmetrieiiberlegungen bestimmt.
Ordnungsparameter ist hier ein Vektor im Spinraum m. Da A f ein Skalar ist, diirfen

nur Potenzen von m?2 bzw. m - h auftreten.
Minimierung von Af ergibt:

_{0 . T>0 Al

T>0 T<0
6712V 1 <0 \ /

Damit ist
Af )0 T>0
f —Z—Z T<0
Die Spezifische Wiarme besitzt einen Sprung bei T = Tk: AC
_ —
/ 3 |
AC = = —nk |
%12 2"

Es handelt sich um einen Phaseniibergang 2. Ordnung (zweite Ableitung 2271; ist unste-
tig). Fiir die Suszeptibilitét erhdlt man

_ Om B 1 , 7>0 Curie-Weil-Gesetz
YTl " YJ2r 1t 7 <0

Verallgemeinerung: Die Ginzburg-Landau-Beschreibung 148t sich auf rdumlich ver-
dnderliche Situationen durch Einfithrung des rédumlich variierenden Ordnungsparameters

m(7)
verallgemeinern. Jede Abweichung von m vom homogenen Zustand kostet Energie, umso
mehr, je stirker die Abweichung rédumlich variiert (Steifigkeit des OP). Im Grenzfall
langwelliger und damit niederenergetischer Deformationen des OP-Feldes 1&8t sich diese
Energie allgemein als o< (ﬁm)2 ausdriicken (wobei die skalare Natur von F' zwei V-
Operatoren verlangt).

Damit ist eine allgemeinere Ginzburg-Landau-Entwicklung fiir die gesamte Freie
Energie

AF:/ddrAf
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5.4. VERDUNNTE GASE UND LOSUNGEN

. —1—»21—»22—»"12d -\ 2
Af:f{iTm —|—Zb(m) —m-h—|—§£OZ(—m> }

wobei eine charakteristische Linge & des OP-Feldes eingefiihrt wurde.

5.4 Verdiinnte Gase und L6sungen

Die Berechnung der thermodynamischen Eigenschaften solcher Systeme ist am einfach-
sten in der groflkanonischen Gesamtheit, d.h. fiir ein System, das an ein Warmebad und
ein Teilchenreservoir angekoppelt ist.

Die grof$kanonische Zustandssumme ist

Za(T,V,p) = Tr (" H=#NATY = N7 72, (T,V, N) N/
N

wobei Zx = Tr (e_H / kT) die kanonische Zustandssumme fiir gegebene Teilchenzahl NV
ist. Wie bereits frither angesprochen, ist fiir verdiinnte Systeme mit

mittlerem Teilchenabstand ag > Ar,rg

(ro = Reichweite des Potentials) das chemische Potential p negativ und —pu > kT.
Damit ist die Grofle
Fugazitit e/ <« 1

und die Entwicklung von Zg nach e*/*T konvergiert schnell. Dies muB natiirlich am
Ende der Rechnung verifiziert werden, damit die Selbstkonsistenz der Annahme gezeigt
ist. Wir approximieren deshalb

Zg =1 +ZK(1)e“/kT +ZK(2)e2“/kT + .

mit Zg(N) = Zg(T,V,N). Die Auswertung von Zg (1), d.h. von Zg fiir das Finteilchen-
System ist durch das Ergebnis fiir das ideale Boltzmanngas gegeben, denn Wechselwir-
kung kann in diesem Fall nicht stattfinden:

ZK(l) = Ze—pQ/(kaT) _ % _ N(;\],_;)?)

—

p

Dabei haben wir den mittleren Teilchenabstand aq definiert durch

w=(5)”

wobei N die mittlere Teilchenzahl ist. Das grofie Potential ergibt sich in niedrigster
Néherung als
Q= —kT'InZg = —kTZr(1) e + O(e2u/kT)

und die mittlere Teilchenzahl als

3
N=—22=Zg(1) et T = N(ﬂ) /KT
T
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5.4. VERDUNNTE GASE UND LOSUNGEN

woraus fiir p folgt
A7\ 3
W= k:Tln(—T> <L —kT
ap

falls A\p/ap < 1. Die gemachte Voraussetzung ist also erfiillt:
T <1 und sogar  Zg(1)eMFT < 1.

Dafiir mufl aber N < 1 sein! Dies bedeutet, dafl in den meisten Kopien der Gesamtheit
kein Teilchen vorhanden ist. Die relativen Schwankungen der Teilchenzahl AN/N werden
dann >> 1. Dies ist aber unerheblich fiir die Berechnung des grofien Potentials, das die
Skaleneigenschaft

Q=-VP(u,T,V/N)=Nw(u,T,N/V)

besitzt, aus der folgt, dafl  fiir festes p, T, N/V aus einem System mit beliebig kleinem
V und damit N berechnet werden kann.

Die Fugazitatsentwicklung 148t sich auch auf verdinnte Ldsungen an-
wenden: Diese stellen ein zweikomponentiges System aus Ldsungsmittel

und Ldsungsstoff dar. Mit den chemischen Potentialen p,, und p; fiir das \\\'\
Losungsmittel bzw. den Losungsstoff und exp(uq /kT) < 1 ist \Q

ZG(T’ V7 /‘Lm’,ul) = ZG(T,VY,[Lm) + Zl(T,‘/,,LLm)e'u'l/kT “+ ..

Fiir das grofie Potential gilt

QO = —len[ZO(H?em/kTer)]
0

Z
= Qo — kTZL e /KT 4 .
Z

wobei g = —kT In Zy das grofle Potential des reinen Loésungsmittels ist. Im zweiten
Term wurde weiter der Logarithmus durch das erste Glied der Reihenentwicklung ab-
geschétzt. Hieraus folgt auch, dafl

Z1
70 = mf(/’tﬂ% T)
Die mittlere Zahl der Teilchen des Losungsstoffs ergibt sich als

00 _ Zy st

Y
' o Zo

Durch Auflésen nach p; erhdlt man

Z
Mlszln(%Nm)—i—k:Tlnc, mit ¢c= —
1

Wie oben bemerkt ist {(Zl /Zo) /Nm)] eine intensive Funktion (von p,, und 7") und nach
Elimination von fm, = pm (P, T) (Duhem-Gibbs) zugunsten des Drucks P folgt

pr=g(P.T)+kTnc,
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5.5. VIRIALENTWICKLUNG

Die Abhingigkeit von p,, von c ergibt sich nach Ausnutzen der Maxwellrelation mit
Hilfe von dQ2 = —SdT — PdV — N, dpy, — Nidwp

a:ul _a,um __k_T
ON,, ON; N,

und daraus
pm (P, T,c) = u(P,T) — kTc
5.5 Virialentwicklung

Die erste Korrektur durch Wechselwirkungseffekte wird im Rahmen der Fugazitétsent-
wicklung durch den Term Zk(2) erzeugt. Sie kann direkt als Korrektur zum idealen
Gasgesetz aufgefasst werden, denn wegen

Q= —kTIhZg =PV

gilt auch
P
k—‘T/ —InZg=In|1+ Z(1) e + 7(2) 2/ 4 .. ]
= Z1 MR 4 7, 20/KT
mit 1
Zi=2(1) wd Zy=2(2) -3 (z(1)]* .
Die Fugazitiit e*/*T 1:Bt sich iiber die Teilchenzahl-Bestimmungsgleichung eliminieren
N = —Z—Q = 7y M*T 27, 2H/FT 1 O (31/KT)
1L
mit der Losung
N2
2y T = N —22,( )
A

Damit ist der Druck PV N2
RS 3u/kT
- <Zl> +O(*)

Der Korrekturterm ist der erste Term einer Reihenentwicklung des Drucks P nach Po-
tenzen der Dichte n = N/V, der sogenannten Virialentwicklung:

pP= nkT[l 4 bo(T)n+ by(T) 2 + - }
(urspriinglich aus dem Virialsatz abgeleitet). Die Koeffizienten dieser Entwicklung heiflen
erster, zweiter, etc. Virialkoeffizient. Der 2. Virialkoeffizient ist also
14 1 2
bo(T) = - {z2)-5[z00)°}

b2(T') hat die Dimension eines Volumens.
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5.5. VIRIALENTWICKLUNG

Auswertung von Z(2)

1) Klassischer Grenzfall:

Somit folgt also

11

1V -
Z1(2) = = — [ &3rd3ry e wr2)/kT — — —_ /d?’?“ e WN/RT
2008, 2 X5,

Mit Z(1) = V/A3, ergibt sich dann

boa(T) = —% / & ()

wobei

f(fv) _ efu(F)/kT —1.

Das Integral iiber f ldfit sich mit folgender Ndherung abschétzen (kugelsymmetrisches
Potential angenommen), die die typische Form von u(r) berticksichtigt (s. Abbildung 5.2):

o0 , 1 <2rg
u(r) =
< kT , T >2r

Damit erhalt man

Fr) = {—1u < 21

-z o T>2r0,
so dafl
u(r) < f(r)
!
\ : N
2ro
14
Abbildung 5.2:
a
T = b — —
ba(T) =b- 77
mit -
4w, s L[
b—23(2r0) = 4uy und a= 2/dru(r)
2rg

wobei vy das Eigenvolumen der Teilchen mit vy = %77(7"0)3 ist. Aus dem gemessenen
Temperaturverlauf von b(7") lassen sich also Aussagen iiber das Wechselwirkungspoten-
tial u(r) gewinnen.
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5.5. VIRIALENTWICKLUNG

2) Quantenkorrekturen

Es gibt zwei Arten von Quantenkorrekturen:
a) Austauschkorrekturen

b) Einteilchenkorrekturen

2a) Austauschkorrekturen: Diese Korrekturen ergeben sich aus den statistischen
Korrelationen in der Vielteilchenwellenfunktion sogar fiir freie Teilchen. Wie bereits be-
trachtet sind die Zusténde fiir zwei identische Quantenteilchen in der Basis der Einteil-
chenzustéinde mit Impulseigenwert p' und Spinprojektion s gegeben durch

D1, 51552, 82) pyp = AN[ID151) @ [Pas2) F |Pas2) @ [Pis1)]

fiir Fermionen bzw. Bosonen. Fiir den Fall (p1s1) # (pasa) ist der Normierungsfaktor
An = 1/4/2. Wenn jedoch (51, 51) = (Pas2), so ist

‘ﬁ,S;ﬁS>F = O
|ﬁ75;ﬁ7 S>B = |]5:S> ® ‘ﬁ8> .

Fiir die Zustandssumme Z(2) freier Fermionen/Bosonen ergibt sich damit

Zpp(2) = ), (Pusud s o~ PP/ CmET) |51 15, 50)
P1,D2;51,52
_ %(23 + 1)2 Z e_(512+ﬁ22)/(2ka) + %(28 +1) Ze_ﬁQ/(ka)
P1,P2 2

wobei 2s 4+ 1 die Zahl der Spinzusténde ist. Ausfithren der Impulsintegration liefert

1 v o1 1%

und damit ergibt sich ein Korrekturbeitrag b, (7) zum 2.Virialkoeffizienten von der Form

Nt

bEIB(Ty =+ .
o (T 25/2(25 + 1)

Diese Korrektur ist von der Ordnung #3.

2b) Einteilchenkorrekturen: Die Einteilchenquantenkorrekturen by zu b(7") ergeben
sich aus den Quantenkorrekturen zur Dynamik der Teilchen und héngen damit von der
Form des Wechselwirkungspotentials ab. Fiir die Freie Energie fanden wir die Quanten-
korrektur

F:Fk1+h722<[6‘u(77‘ —F')]2>
24m (kT2 o R
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5.6. VAN-DER-WAALS-ZUSTANDSGLEICHUNG

Da die Zweiteilchenwechselwirkung in einem System identischer Teilchen fiir alle Paare
gleich ist, 1Bt sich die Summe iiber die N (N —1) = 1N?(1+0O(1/N)) Paare ausfiihren

ooy o [ dry [Viu( = )] e VAT
; < [VZU(TZ B 7"])] >k1 =N fd37“1 o d3ryeV/RT

Im Sinne der Virialentwicklung ist die Auswertung der Integrale im Limes Dichte n — 0
vorzunehmen, so dafl die potentielle Energie mit Ausnahme des Beitrags der beiden
Teilchen 1 und 2 vernachléssigt werden kann. Damit ist

> ([ -7))*)

— N2 [fdgrld?’?? [ﬁlu(fi — Fg)}Qe—“(Fl—Fz)/kT

72 + hohere Ordnungen]

2
= N7 /d37° [Vru(f')]Qe*“(m/kT

Das gleiche Ergebnis erhélt man iiber

_ _ 0F4(2)
_ o~ FQ)/ET _ —Fa/kT (¢ _ Z2a\4)
22) =e ° (1-=7)

Fiir den iiblichen Fall eines Wechselwirkungspotentials, das nur vom Abstand r abhéngt,
also u = u(r), ergibt sich aus P = —9F/9V die Einteilchenquantenkorrektur

o0

WFLQ 2 du 2 —u(r)/kT
0

Diese Korrektur ist von 2. Ordnung in A und damit wichtiger als die Austauschkorrektur.
Beispiel:  3He-Gas bei tiefen Temperaturen.

Mit dem Lennard-Jones-Modellpotential (Abbildung 5.3)

o =[(€)"- (2]

erhélt man den in Abbildung 5.3 gezeichneten Verlauf fiir by (7") mit den Korrekturen
b, und by.

5.6 van-der-Waals-Zustandsgleichung

Eine niitzliche Interpolationsformel, die den Druck bei kleinen Dichten wiedergibt, aber
auch bei grofleren Dichten, wenn das Gas zur Fliissigkeit kondensiert ist qualitativ richtig
ist, wurde von van-der-Waals angegeben. Sie beruht auf einer Zerlegung der Wechsel-
wirkung der Gasteilchen in einen

1. stark abstoflenden kurzreichweitigen Anteil
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5.6. VAN-DER-WAALS-ZUSTANDSGLEICHUNG

u(r) b(T)

Abbildung 5.3: Lennard-Jones-Potential (a) und 2. Virialkoeffizient (b)

2. schwach anziehenden langreichweitigen Anteil:

u(r) = u™(r) +u(r)

, <2 .
u® (r) = o0 rs e (,Potential harter Kugeln®)
0 , r>2ry

und  u™(r) < kKT, so daB u®) in Storungstheorie beriicksichtigt werden kann.
Die klassische Zustandssumme eines Gases harter Kugeln ist

k 1 1 N
Z[(() = ﬁ @ / d37’1 . 'd37’N . @]

{‘ ﬁ*?j |>2T‘0}

Offenbar wird durch die Nebenbedingung aus jedem Integrationsbereich
fiir d3r; ein Volumen V) herausgeschnitten, das etwa dem N-fachen Eigen-
volumen der Teilchen entspricht. Fiir Dichte n — 0 (keine Uberlappungen)
gilt

47
Vo = §N ?(27“0)3 = Nb,

wobei der Faktor % beriicksichtigt, dafl das ausgeschlossene Volumen nicht doppelt
gezdhlt wird und N — 1 =~ N gesetzt wurde. Fiir hohere Dichten ist ein etwas kleineres

ausgeschlossenes Volumen V zu erwarten.
van-der-Waals setzte Vy = Nb und damit

Z(k) 1 1

N

N
Die Freie Energie folgt mit N! ~ (g) als
—b V
F(k):—kTN{lnvA—%—{—l} mit VE
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5.6. VAN-DER-WAALS-ZUSTANDSGLEICHUNG

v ist das Volumen pro Teilchen. Fiir v — b wird F*) — oo und damit ist der Bereich
v < b physikalisch nicht sinnvoll, wie erwartet.

Fiir den langreichweitigen, i.a. anziehenden Teil des Wechselwirkungspotentials ergibt
sich in erster Ordnung Stérungstheorie

FO) = (335 - 7))
i#]
Der Mittelwert ist zu bilden fiir ein Gas harter Kugeln. In einer Entwicklung nach dem
Parameter ro/r,, < 1, wobei r,, die mittlere Reichweite des Potentials u®) st (typisch
rw = (2 —5) - rg), kann man in erster Naherung rog — 0 setzen, d.h. den Mittelwert fiir
das ideale Gas berechnen:

o1 1
By = oy | e dlry 53 u @ - )
i#]
N2
= W/dgru(w)(r)
N? 1
=-3a ; a:—a/d?’ru(w)(r)

mit dem Parameter a (~ molekulare Energie x Volumen), der schon fiir den 2. Virial-
koeffizienten definiert wurde.
Insgesamt ist die freie Energie des van-der-Waals-Gases also
e(V —Nb) NZa

F=F® 4 ™ _ TN -
T Hia TN v

Der Druck folgt daraus als

p_ _OF _ NKT N’
T 9V V-Nb V2

und damit die bekannte van-der- Waals-Zustandsgleichung

<P+a]‘i—z> (V - Nb) — NET|.

Interpretation:

1. Nb beriicksichtigt die begrenzte Kompressibilitdt (Eigenvolumen).

2. a]‘\,f—; beschreibt den ,,Binnendruck® als Folge der Anzichung (a > 0) der Teilchen.

Fliissigkeits-Gas-Phaseniibergang in der van-der-Waals-Theorie

Die Kurven konstanter Temperatur (,,Isothermen®) in der (P/kT,n)-Ebene sind in der

van-der-Waals-Theorie durch die Summe eines positiven (hard core) und eines negativen

Beitrags (anziehende Wechselwirkung) gegeben:
P n a o

kT " 1-tn kT "

<=
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2

e

Abbildung 5.4: Isothermen im P-n-Diagramm

Fiir grole Temperaturen T' > T, iiberwiegt das Ansteigen des ersten Terms mit n die
Abnahme des zweiten Terms und P(n) ist eine monoton steigende Funktion von n.

Fir T < T, bewirkt der zweite Term eine Abnahme des Drucks in einem mittleren
Dichtebereich, bis dann bei hoherer Dichte die Druckerh6hung durch das ausgeschlossene
Volumen der harten Kugeln sogar zu einem Unendlichwerden fiihrt (sieche Abbildung 5.4).
Der Dichtebereich fiir 7' < T, mit negativer Steigung des Drucks

oP
on
wére thermodynamisch instabil, was sich auch an der Existenz mehrerer Werte fiir die

Dichte bei festem P #uBert, und signalisiert eine qualitative Anderung des Zustands des
Systems.

<0

Kritische Temperatur 7:

Die Isotherme von T, ist dadurch charakterisiert, dafl Wendepunkt und Sattelpunkt am
kritischen Punkt (P,, n.) zusammenfallen:

e Sattelpunkt:

a_P_O_ 1—bnc—|—bnc_i2n
on (1 —bn)? kKT. €
— KT, = 2an.(1 — bn,)? (1)
e Wendepunkt:
*pP _,_ 2 2
onz  (1—bn.)d KT,
s kT, = %(1 ~ bne)? (11)

Aus (I) und (II) ergibt sich

2an, = %(1 —bn.) (lineare Gleichung fiir n.)
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5.6. VAN-DER-WAALS-ZUSTANDSGLEICHUNG

und damit

1 8 a 1 a
nc—% 5 ch—2—75 s c—2—7b—2

Die drei kritischen Werte n.,T., P, hdngen in der van-der-Waals-Theorie nur von zwes
Parametern a, b ab, und damit muf} es eine Relation geben:

nkT, 8
—C=—~27
P, 3

Experimentelle Werte fiir diese Grofle sind in guter Naherung unabhéngig vom System
(jedenfalls fiir sphérische Molekiile) und man bekommt einen Wert von ~ 3.4.
Thermodynamische Ahnlichkeit

Eine Skalierung von P,T,n mit P.,T.,n. erlaubt eine vollstdndige Elimination der Ma-
terialparameter a und b aus der van-der-Waals-Gleichung. Wir definieren dimensionslose

Parameter
P _ T n

und konnen damit schreiben

P* n* TL*2

T* 3 —n* T

(re ) -2) -3

wobei V* = V/V. und V. = N/n.. Man stellt fest:

oder

Nach van-der-Waals sollten die Isothermen aller Gas-Fliissigkeits-Systeme
universelle Kurven in den skalierten Variablen P*,T™* n* sein. Dies ist expe-
rimentell iiberraschend gut erfiillt.

Fiir die Freie Energie gilt entsprechend
F = kT.NF(T* P*,V*)

Die Skalenhypothese kann auf Quantensysteme erweitert werden, wobei ein weite-
rer Parameter \* nétig ist, der das Verhéltnis thermische deBroglie-Wellenlénge Ar zu

1/

mittlerem Teilchenabstand r. = n¢e 3, oder

B h2/mr§

A kT,

ausdriickt.
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Phasenseparation fiir 7' < T,

Die negativen Werte fiir die Kompressibilitit x = ng—i fir T < T, in der Nidhe von
ne, die sich aus der van-der-Waals-Theorie ergeben, signalisieren, dafl der physikalisch
stabile Gleichgewichtszustand kein homogener Zustand sein kann. Negatives x bedeutet,
dal das System spontan einen Zustand mit hoherer Dichte einnehmen moéchte. Wegen
der Erhaltung der Teilchenzahl und bei festem Volumen kann das nur durch Bildung
von Gebieten mit hoherer und niedrigerer Dichte geschehen.

Wir zerlegen deshalb das System in zwei Teilsysteme mit Teilchenzahlen und Volu-
mina

Ng, Vg und Ny, Vi,

wobei d fiir Dampf und f fiir Fliissigkeit stehen soll und fiir die Dichten

_ N
-7

_ vy

und ny =
Vi

ng

die Beziehung
ng < ng <ny
gilt, wobei ng = N/V die Gesamtdichte ist. Fiir die Teilsysteme muf} gelten
Ng+ Ny=N ; Va+ V=V
und fiir die Freie Energie gilt (Oberflichenbeitrige vernachlissigt)

Fog=Fg+ Fy =Vy f(ng) + Vs f(ny) .

Falls Fo < Fy =V f(ng), ist der homogene Zustand instabil gegen Phasenseparation. Es
bildet sich dann ein Zustand, in dem Dampf und Fliissigkeit koexistieren. Fiir die Freie
Energie Fz des Gemisches als Funktion der Gesamtdichte ng gilt:

P = o) = (§4) 0+ (3£) o) = £+ 3 [n) = ]

wobei Vg +Vy =V benutzt wurde. Mit Ng+ Ny = N und ng = N/V, ng = Nyq/Vyg, ny =
Nf/Vf folgt
Vi _ np—nyg

Vo np—ny

und damit
no —Nyq

fa(no) = f(na) +

ny—ng f(nf) _f(nd) s
also eine lineare Abhéngigkeit von der Dichte ny.
Die freie Energiedichte f der van-der-Waals-Theorie ist wie weiter oben abgeleitet
gegeben durch
e(v —b) 9

—n-a
3
)\T

Jfvaw(n) = —kTnln

Fiir negative Steigung von P(n) wird die Kriimmung von f(n) negativ:
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<~

nd p/, /

!

Abbildung 5.5: Freie Energiedichte des van-der-Waals-Gases

or _1or
on2  non

Die Kurve der freien Energie fiir das Gemisch fq ist eine Gerade, die auf der Kurve foqw
beginnt und endet, und fiir die gilt

fa < fvaw

Sie ist die Tangente an die beiden Kurvenstiicke von fyqw mit positiver Kriitmmung. Die
Beriithrungspunkte der Tangente definieren die Dichten n4, ny von Dampf und Fliissigkeit
im Koexistenzgebiet. Der Koexistenzbereich ist grofler als der Bereich der Instabilitét,
fiir den die Kompressibilitéit negativ ist und der gegeben ist durch

ng < ng < ny (Bereich I)

wobei n/, und n} durch die Wendepunkte von f.qw gegeben sind. Wihrend der homogene
Zustand im Bereich I lokal instabil ist, d.h. eine kleine Fluktuation des Drucks wéchst
katastrophal an (positive Riickkopplung!), ist er im Bereich II zwar lokal stabil, aber
global instabil. Das bedeutet, dafl der phasenseparierte Zustand zwar niedrigere Freie
Energie besitzt, zu dessen Bildung aber eine Energiebarriere zu iiberwinden ist:

Energiebarriere
-~
s

Phasenseparationsvariable

Diesen Vorgang nennt man Keimbildung oder Nukleation (z.B. Kondensation von Fliissig-
keitstropfchen in der Dampfphase). Der Bereich II ist deshalb metastabil.

Bedingungen fiir die Koexistenz der Phasen:
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(i) Teilchenaustausch:
Hd = [rf
Dies folgt aus g—]@ = 0 (Teilchenaustausch zwischen den beiden Phasen kostet
keine Energie) und

g—]@ _ %[vﬁ(%) + Vi (

sowie den Definitionen

NNy )
Vf and anf d !
_OF  0f

Md/f (9Nd/f 8nd/f ’

Im Koexistenzbereich ist f eine lineare Funktion von n und damit ist

wn) =pqp > ma<n<ny
(ii) Kraftegleichgewicht:
Py =Py (mechanische Stabilitét der Phasengrenzfléchen)

Dies folgt aus
P =nu— f=const. | ng<n<ny

(iii) Energieaustausch:
T, =T,

Fiir den Druck im Koexistenzgebiet 148t sich folgende einfache geometrische Beziehung
im P-V-Diagramm angeben:

P

Koexistenzgebiet

Der Druck P schneidet die P-V-Isotherme als horizontale Gerade so, daf} die schraffierten
Fliachen a und b gleich sind (Mazwell-Konstruktion).

Beweis: Aus der thermodynamischen Fundamentalbeziehung folgt
uN = PV + F =const. — PVy+Fr=PVy+ Iy
Fg—Fp=—-P(Vy—Vy)

Andererseits ist

OF ; i
pP=_"" Fg—Fp=— | PdV =— [ Pawd
v a—Fy / Vv /vdW V

Vy Vy

Daraus folgt direkt die Maxwellkonstruktion.
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Phaseniibergang Gas — Fliissigkeit

Bei Abkiihlung bzw. bei Kompression eines Gases findet bei einer Temperatur Tk (P)
bzw. einem Druck Pg(T') eine Kondensation der Gasmolekiile in den fliissigen Zustand
statt. Dieser Phaseniibergang ist mit einer unstetigen Anderung des Volumens, bzw. der
Dichte verbunden, wie bereits gezeigt wurde:

1 1

AV:Vd—Vf,An:N(Vf—VC)

Die Entropie dndert sich dabei ebenfalls unstetig: Aus S = —g—g folgt fiir die Entropie-
werte an den Réndern des Koexistenzbereichs

0
STk £0) = _Vd/fa_Tf(nd/f)

Fiir das van-der-Waals-Gas ergibt sich daraus mit f(n) = —an[fn&—}be] —n2a
T
e(vd/f —b) N 31
Ti +0) = — Vs | —kngln —2L — 7 _pp X 2~
S( K 0) Vd/f[ k:nd n )\% k Vd/f 5T
_ e(va/r —b) |3
= kN |In T3

Es folgt ein Sprung der Entropie:

vg— b

AS = S(Tk +0) = S(Ix = 0) = kN n -
e

Wegen vg > vy ist die Entropie des Gases hoher als die Entropie der Fliissigkeit. Beim
Abkiihlen ist also am Ubergang (T' = Tk ) die latente Wirme Qp = TgAS abzufiihren.
Am kritischen Punkt (Tx — T¢) ist AS = 0.

Verhalten am kritischen Punkt

Die verschiedenen Phasen des Systems Gas — Fliissigkeit lassen sich am besten im P-T-
Diagramm darstellen (sieche Abbildung 5.6).

e Fiir P < P, findet bei Abkiihlung durch T (P) bzw. bei Kompression durch Pg (T")
der Phaseniibergang Gas — Fliissigkeit statt, wobei sich die Dichte des Systems
unstetig dndert.

e Die Dichtednderung entlang der Phasengrenzkurve als Funktion von T zeigt eine
monotone Abnahme von An, bis zu An = 0 am kritischen Punkt.

e Ein Phaseniibergang, bei dem sich die ersten Ableitungen der freien Energie, al-
so die Entropie (wie gezeigt) oder der freien Enthalpie, also die Dichte, unstetig
andern, heifit Phaseniibergang erster Ordnung. Andernfalls heifit er kontinuierli-
cher Phaseniibergang oder Phaseniibergang zweiter oder hoherer Ordnung, (Un-
stetigkeit der zweiten oder hoheren Ableitungen).
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An =n; —ny

kritischer Punkt
Fliissigkeit

Abbildung 5.6:

In der Nihe des kritischen Punkts wird An/n. klein und bildet damit einen Entwick-
lungsparameter. Die Entwicklung der freien Energie nach dem Parameter

n— Ne

o=

Te

ist in der van-der-Waals-Theorie analytisch (Ginzburg-Landau-Entwicklung):

F _
[ = V= —kTnlIn e(v)\% ) —n2a
= —kTn 1+n—nc {mi—kln(i;—b)]—n2a<1—|—n_nc)2
= c Ne )\% ncn;—?c—{—l c Ne
_ T 2, 3 4 6
_fc+ﬂcnc¢+3PC(Tc 1)¢ +8Pc¢ +O(¢)
mit
KT A3 a
c:_l ———— T c
Je= gy g ~ g = /Thme)
A1y 2a
/’[/C(T) - kT(ln 2_b + 5) - % - :U'(Tv nc)

Fiir das chemische Potential p erhélt man daraus

oF of 10f T 9

_ 9 9 29 2 (__1) RT3 4 -
R=aN " an ~ mag Mot 2ane\p —1)ot gghled” +

Die Isothermen der ¢-(u — p.)-Ebene sind in Abbildung 5.7 gezeichnet. Fiir T' < T, sind

die S-formigen Isothermen durch einen Geradenstrich p = p. zu ersetzen. Daraus folgt

fiir den Dichtesprung

ng—ng= 2nc[<1 — Z>]1/2 x (1 — 1)1/2

T T,
Die Kompressibilitéiit, oder dquivalent die Ableitung
on T.
— | == , T>T,
<6N>T 2a(T — T¢) ‘
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¢d

¢ e
n

oy N

Abbildung 5.7: Isothermen im p-¢-Diagramm

divergiert fiir T — T, bei n = n.. Das System 148t sich also beliebig leicht komprimieren,
da sich Dampf dann mit geringem Energieaufwand in Fliissigkeit iiberfiihren 14t, die
geringeres Volumen beansprucht.

Erginzung: Ginzburg-Landau-Entwicklung fiir das van-der-Waals-Gas

Wir definieren die Entwicklungsparameter

n T
=— -1 =——1.
¢ . ; =T
Mit den Gleichungen
2 a . 8
n.a = o2 =3P, sowie kTen. = —ch

und

n

v—2>b _ (mb2/3ch>3/2‘3— e ‘ <T>3/2

A3, 2mh? T,
Q¢

c

ergibt sich die Freie Energie zu

F P, T n n n 3, T n\ 2

o= —8——[1 1(3——)—1 S —]—9<—>

v 3{ T Lt et ) m ey e
3 F ¢

Py = S1+n0+e) :ln2ac+ln(1—§>—ln(1+¢>+gln(l+7)] —9(1 + )
- O 108\2 1/6\3 1 gy
= —sen+ o[- -5(5) -3(5) -3(3)

1 1 1 3
—6+ 367 = z¢' + 16"+ 5T+ - 9(1+ 20 + 6

= —8(1+7)(1+9) :ln2ac—;¢+g¢2— %¢3+g¢4+27+---} —9(1+2¢ + ¢%)

= 2 [fneT) + Gpen] + 9767 + 201 4TI+

C
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THEORIEN VON DEBYE-HUCKEL UND ORNSTEIN-ZERNICKE

wobei
P 3
F(ne,T) = ?[8 (1+7) (ln2ac+§7') +9]
P 3 3
BeNe = é{S 1+7’ (ln2ac—§—|— 7')—{—18]

= fe+ P.(1+47).

5.7 Molekularfeldndherung von Responsefunktionen: die
Theorien von Debye-Hiickel und Ornstein-Zernicke

Wir betrachten Systeme von NV wechselwirkenden Teilchen. Wie im Fall des Spinsystems
oben betrachtet, besteht die Molekularfeldnédherung fiir ein System wechselwirkender
Teilchen darin, dafl die Wechselwirkungsenergie

W) = (i — ) = /d?’r’w(ﬁ- —#)n() wobei n(7) = 3 67— 7)
J# J
eines Teilchens i (oder Spins s;) mit den anderen Teilchen approximiert wird durch
(W (7)) = / &' w( — 7) (7)) |
Dieser Ausdruck, (W), ist dann weiter so zu behandeln wie ein duBeres Feld.
Wir betrachten als Beispiel den Fall des Dichteresponses eines Systems von N Teil-

chen unter Einwirkung eines dufleren Potentials W, (7), das einfach einen Zusatzterm
zum chemischen Potetial darstellt

H — H—i—ZWa(ﬂ):H—F/d?’TWa(F)n(F)

poo— = Wo(F) = pot

Im Gleichgewicht muf por = const sein. Damit wird p = p(7) und es ergibt sich eine
Dichteénderung

(on() = [ &' X7~ ) (i)

wobei ou(7") = Wy (r') und x(7 — 7’) die Dichte-Responsefunktion (siehe spéter) ist.
In Molekularfeldnéherung ist der Einflul der Wechselwirkung wie oben diskutiert durch
eine Verschiebung des chemischen Potentials zu beriicksichtigen, d.h. das nichtwech-
selwirkende System mit por = 1 — (W (7)) hat néherungsweise die Eigenschaften des
wechselwirkenden Systems

H—p — Hy—(p—(W)).

Damit gilt in MFA

(on(7)) = / a7’ xo (7 = 7)ol - / ar w(i — ") (on ()]
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also eine Integralgleichung, wobei x, (7 — 7') die ,Kompressibilitéit* des freien Systems
ist. Fouriertransformation ergibt (translationsinvariantes System vorausgesetzt)

ng = Xo(q) [Mq* — wgong
wobei dng bzw. dug die Fouriertransformierten von (6n (7)) bzw. du(7) sind:
ong = /dgre_“ﬁ (on (7)) , dpug analog .

und

(5n(F)) = / e (5.1)

Man erhéilt somit

dng _ (q) = Xo(9)
dtiq 14wy, (q)

Die Wechselwirkung ,,schirmt ab“, was sich durch den Nenner ausdriickt. Im langwelligen
Limes g — 0 148t sich x,(q) durch

w0 = (5,

ersetzen.

Debye-Hiickel-Theorie:

Fiir ein klassisches System geladener Teilchen ergibt sich damit aus

und mit der Fouriertransformierten des Coulombpotentials

4re? ez .
wg=—5— | = d3r — "
q r

die Dichteresponsefunktion
2

@) = 77 =
NO=5%r 2553
mit der Debye’schen Abschirmwellenzahl
4mne?
o =\ r
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Interpretation: FEine in das System bei ¥ = 0 eingebrachte Testladung e* fiihrt zu
einer Verschiebung des lokalen chemischen Potentials du(7), dessen Fouriertransformierte
durch dpy = 4mwee*/ ¢® gegeben ist. Durch die Wechselwirkung mit den anderen Teilchen
wird dieses Potentials abgeschirmt:

Spg  — (S,ugﬂr = g — wedng = (1 — wexq)dfig
_ 1 4mree® _ dmeex
C1+kD*¢? ¢* ¢+ kD?

Die Fouriertransformation von (Mgﬂ ergibt

5,ueff(7’) _ ﬁ e—kDr
r

)

d.h. das Coulombpotential wird abgeschirmt tiber die Liange 1/kD.
Thomas-Fermi- Theorie eines entarteten Fermigases:

2

x(q) = N(er) (5.2)

q* + k%F

0
£ = N(GF) = kTF = 47T€2N(EF)

Ornstein-Zernicke-Theorie:

Fiir kurzreichweitige Potentiale W () ist die Fouriertransformierte wg im Limes ¢ — 0
konvergent und man kann entwickeln:

Xol@) X(0)

x(q) = ~ ;o q—0
@ L+wexe(q)  a+&5q?
mit 5 5
w X0
a=14we=0x,(g=0 und & =—| x,0)+wy=5| ,
q O( ) 0 8q2 0 0() an 0

wobei &y eine Korrelationsldange darstellt, vergleichbar mit der Korrelationslédnge &y des
Ordnungsparameters m in der frither diskutierten Ginzburg-Landau-Entwicklung.

Die Dichteresponsefunktion eines Gases am kritischen Punkt, oder die Spinsuszep-
tibilitit eines Systems, das bei T, einen Ubergang in den ferromagnetischen Zustand
erfahrt, wire dann in MFA gegeben durch

@-C_1 C .
= —-— .
M= T rag T-1. * 1%
und damit
C 1

x(q) (Ornstein-Zernicke)

T T T, 1+&(T)¢’

wobei die temperaturabhingige Korrelationslinge (T) = &y/+/T/T. — 1 definiert wur-
de. Im Limes T' — T, geht &(T) — oo.
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Interpretation : Fiir T > 7, macht sich der Ubergang zum geordneten Zustand
bemerkbar durch das Auftreten endlicher geordneter Bereiche, die zeitlich fluktuieren
und deren charakteristische Ausdehnung durch £ gegeben ist. Das Auftreten dieser soge-
nannten ,,kritischen Fluktuationen® 148t sich in Streuexperimenten z.B. mit Licht oder
Neutronen nachweisen.

5.8 Kritische Phinomene

Die im letzten Abschnitt betrachtete Molekularfeldnéherung fiir das Heisenbergmodell,
bzw. die Verallgemeinerung auf beliebige Systeme mit Ordnungsparameter, also spontan
gebrochener Symmetrie, liefert einen Phaseniibergang unabhéngig von Dimension d, Art
des Ordnungsparameters (Ising, X-Y, Heisenberg), etc. . Das Temperaturverhalten ist
in der MF-Theorie universell gegeben durch, z.B.

T
M(T)x|1-=— , T<T,
T.

fiir den Ordnungsparameter.

Die Erfahrung zeigt jedoch, dafl die Existenz und die Eigenschaften von Phaseniibergéingen
sehr wohl von einigen qualitativen Merkmalen des Systems abhéngt, aber auch, daf ein
grofles Mafl an universellem Verhalten gegeben ist. Erste theoretische Hinweise ergaben
sich z.B. aus der exakten Losung des 2-D Isingmodells (Onsager), die einen Phaseniiber-
gang bei T' = T, ergab, mit nichtanalytischem Verhalten:

Die Freie Energie des 2D Isingmodells ist gegeben durch

1
FUU:FHQ+§B¥mh]

wobei T
T:?—l und kTC:JArtanh(\/i—l) .

C
F und die Entropie S = — ‘g—g sind stetige Funktionen von 7', aber die spezifische Wéarme
wird bei T, singulér

O*F B
Cy=-T—=—=1 .
v o2 = 07

Fiir den Ordnungsparameter Magnetisierung m und die Suszeptibilitdt x ergaben sich
gebrochene Exponenten

m o« |r|V® (vgl. |7]"? in MFA)

1
X « W (Vgl ‘T |_1 in MFA) .
T
Davon ausgehend kann man annehmen, dafl die Responsefunktionen in der Né&he
eines Phaseniibergangs 2.0rdnung, d.h. mit stetigem F' und S, nichtanalytisches Verhal-
ten besitzen, das durch die sogenannten kritischen Exrponenten charakterisiert ist. Man

definiert
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Charakteristisch fiir einen Phaseniibergang 2. Ordnung (im Gegensatz zu 1. Ordnung)
ist die Existenz einer charakteristischen Lénge £, die fir T' — T, gegen oo geht. Diese
Lénge wurde in der MFA im letzten Abschnitt untersucht und ergab sich als

Eo|T]7" (v=13 in MFA).

Im Grenzfall £ — oo gibt es keinen charakteristischen Langenmafistab mehr und das
System wird skaleninvariant, d.h. die Abhéngigkeit von £ 143t sich herausskalieren. Dies
bedeutet, dafl die Systeme mit verschiedenem Wert von £(T") (also verschiedener Tempe-
ratur) durch eine Skalentransformation verkniipft sind, die durch die sogenannte Skalen-
hypothese zum Ausdruck gebracht wird. Im Beispiel des magnetischen Systems fordern
wir fiir die Freie Energie F' folgendes Skalierungsverhalten:

F(\or,\°h) = AF (1, h)

Beispiel: Ginzburg-Landau Freie Energie. Skalierung des Volumens 7 — \/37,

/ dBrf -\ / dsT[Tm2 +bm4+hm} = AF(r,h)

/ dr [TAT 2 = bt N | = P2 X
wobei T B
m':)\l/4, T:i—l und thO.

Der Skalenparameter A hingt mit £ zusammen:
Aox o | 7|7

Ableiten von F' ergibt eine Relation fiir die Magnetisierung M:

O w by LD
i FOT \'h) = AZmF(r. )

—  NM(\T, A°h) = AM (7, h)
M(7,0) = A\~ 1M (AT, 0) .

Wir wihlen nun ein spezielles \, A = (—1/7') l/a, so dafl A*r = —1. Dann ergibt sich

M(7,0) = (=) I=9/a pr(—1,0)
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d.h. der kritische Exponent ist
g 1-b

a

Nach Differenzieren von M nach h folgt mit y = %—Ag

A2 (N, APR) = A x(7, h)
und wieder mit M%7 = —1 ergibt sich
x(1.0) = (=1) "y (-1,0)

somit lautet der kritische Exponent

2b—1
= .
a

Mit der Wahl \*7 = +1 folgt v = 4. Schlielich folgt durch zweifaches Differenzieren
nach 7' (d.h. 7) mit Cy = —TgQTI;

N2 Oy (A%7,0) = ACy (7,0)
und

Cy(7,0) = (=)' Cy(~1,0)

der kritische Exponent
2a —1

a

o =

und mit A7 =41 a =<
Daraus folgt die Skalenrelation fiir die Exponenten

la+28+7=2]

Das Skalenverhalten der Korrelationsfunktion in der MFA wird somit zu
1
XMFA(k) = X(O) TW ) 5 = é(T) )

wobei x(0) das kritische Verhalten bestimmt. Umschreibung so, da§ das unkritische
Verhalten fiir k£ > 1 abgespalten wird ergibt

1 x(0) 1
XMFA(k) - ﬁ 52 1—|—(]€€)72 :

Im Limes k£ > 1 sollte also keine kritische T-Abhéngigkeit vorhanden sein. In MFA ist

tatsachlich
x(0) . Cc T-T. C

52 B T_Tc Tcg(% B Tcé% ‘
Aber der Exponent von k ist nicht notwendig —2. Deshalb macht man einen allgemeine-
ren Ansatz:
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Allgemeiner Skalenansatz:

X(k) = 15 0(kE)

wobei  &(T) o< |7]7". Damit limy_.o x(k) endlich ist, muf} gelten
k—0 2—
o(ke) — (k)T

und damit folgt
x(0) x €277 =@

Fiir den kritischen Exponenten v folgt
v=Q2-ny

Ein weiteres Skalengesetz folgt aus der Uberlegung, daf8 der kritische Anteil der Freien
Energiedichte: f, o< kT (€)™¢ ~ 7%

Cu 12

Es gibt eine Reihe weiterer Skalenrelationen, bzw. Ungleichungen fiir die kritischen
Exponenten.

Jeder kontinuierliche Phaseniibergang 148t sich in eine Universalititsklasse einord-
nen, deren Systeme alle die gleichen kritischen Exponenten besitzen.
Wesentliche Merkmale sind

e Dimensionalitat d
e Symmetrie des Ordnungsparameters (OP): z.B. Zahl der Spinkomponenten
e Reichweite der Wechselwirkung (W.W.)

Unwesentlich sind
e Physikalische Realisierung des Systems: Spin, Teilchensystem, Festkorper
e Form und Stérke der W.W.

In Tabelle 5.1 sind die kritischen Exponenten fiir einige Systeme zusammengestellt.

Renormierungsgruppenmethode (RG)
(K.G. Wilson 1971 , F. Wegner 1971)

Idee der RG: Ausgehend von der Ginzburg-Landau-Entwicklung (G-L) der Freien
Energie

P / d'r[a(T) & +b6" + € (Vo)

fiihrt man eine Renormierungsgruppentransformation durch, d.h. man eliminiert die
Wechselwirkungsprozesse auf kurzen ridumlichen Skalen.
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H Systeme ‘ Q ‘ 16} ‘ ~y ‘ v ‘ n
Systeme mit LR W.W.
MFA Spinsysteme mit S — oo 0 [Sprung] 1/2 1 1/2 0
Ising d = 2 Fliissig/Gas-Filme 0 [log] 1/8 7/4 1 1/4
Ising d = 3 Fliissigkeiten/Gas 0,12 0,31 | 1,25 | 0,64 | 0,05
X-Yd=3 Suprafliissigkeit - 0,06 0,73 | 1,33 | 0,69 | 0,05
Heisenberg d = 3 Magnete ~ 0 0,34 | =14 | 0,7 | 0,03

Tabelle 5.1: Tabelle kritischer Exponenten

Beispiel: Block-Spin-Skalierung:

T 111
1]l
1l L
T 1
L1l
-« [ -

Effektive Parameter der G-L Freien Energie F' sind

a(L), b(L), &(L)

in Abhéngigkeit von der Langenskala L. Der Fixpunkt der RG Transformation wird am
Phaseniibergang erreicht und ist zu finden durch
0a*(L)
OL

=0,...

Eine Entwicklung um den Fixpunkt ermoglicht nun die Berechnung der kritischen Ex-
ponenten.

115



Kapitel 6

Thermodynamische Systeme
auflerhalb des Gleichgewichts

Die Behandlung thermodynamischer Systeme, die nicht im Gleichgewichtszustand sind,
umfafit eine Reihe von Erscheinungen, die im Gleichgewicht nicht auftreten:

e Die Zeitentwicklung thermodynamischer Systeme wird durch die Zunahme der
Entropie (neben den mikroskopischen Gesetzen) charakterisiert. Diese fithrt zum
Auftreten von Dissipation, in den Formen Reibung, Ddmpfung, Relaxation, Diffu-
sion =—> Relaxationsraten.

e Transportvorgdinge kénnen entweder konvektiv oder diffusiv ablaufen — Trans-
portkoeffizienten.

Eine systematische Beschreibung 14t sich fiir kleine Abweichungen vom Gleichgewicht
definieren:

Theorie der Linearen Response.

Fiir langsame Anderungen in Zeit und Raum lassen sich phinomenologische Beschrei-
bungen als Verallgemeinerung der Thermodynamik formulieren:

Irreversible Thermodynamik, Hydrodynamik, Kontinuumstheorie der elasti-
schen Medien und elektromagnetischen Medien.

6.1 Lineare Responsetheorie

6.1.1 Zeitabhingige Storungstheorie

Wir betrachten ein System mit Hamiltonoperator Hy im Gleichgewichtszustand, z.B.
der kanonischen Gesamtheit. Eine kleine zeitabhéngige Stérung durch duBeres Feld b(t)
werde auf das System angewandt. Der Stérhamiltonoperator sei

H™(t) = —Bb(t) ,
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wobei B der Operator der Observablen sei, an die b(t) ankoppelt. Wir nehmen an, daf§
lim 4400 b(t) = 0. Fiir den Mittelwert einer Observablen A im gestorten System gilt
dann

(A@t)) = Tr (Au(t) Wk) ,
wobei Ay (t) im Heisenbergbild zu nehmen ist und Wx = Wi (t — —o0) zeitunabhiingig

ist und durch die kanonische Verteilung des ungestorten Systems gegeben ist. Mit dem
Zeitentwicklungsoperator U (t) gilt

Au(t) = UtWAUQ)
wobei U durch die Bewegungsgleichung

9 - . X
ihaU(t) = (Ho+ H™(1)) U(t)

gegeben ist, mit limy_,_o U(t) = 1. Um U(t) nach H®* stérungstheoretisch entwickeln

zu konnen, definieren wir den Zeitentwicklungsoperator Uy in Abwesenheit der Stérung,

der die Gleichung

D -
lhan(t) == H() U()(t)

erfiillt, also
Uy = o—iHot/h

Den Einflufl der Storung auf U driicken wir durch die ,,S-Matrix“ aus, die durch

U(t) = U(t) 5(t)

~ N

definiert ist. Es gilt limy_,_oo S (t) = 1. Fiir S(t) gilt die Bewegungsgleichung

ih%g(t) = H§ (t) S(t) = —b(t)Bp, (t) S(t)

wobei o o
By, (t) = elHot/h g o—iHot/h und Hj entsprechend.

Integration fiihrt auf die Gleichung

e’

S(t) = i+% / dt' b(t") By, (t') S(t') ,
—00
wobei vorausgesetzt wurde, daf§ lim; .~ b(t) = 0, d.h. daB die Stérung adiabatisch
eingeschaltet wird. Es geniigt anzunehmen, daf3
b(t) e n— +0.

Entwicklung von Sin 1. Ordnung in b ergibt
ot
Sty =1 +% /dt’b(t’)E’HO(t’)

—00
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6.1. LINEARE RESPONSETHEORIE

Eingesetzt in Ag:

6.1.2 Responsefunktion
Fiir die Abweichung von (A(t)) vom Gleichgewichtswert gilt also

o

S(A() = / At X (1, 1) B(H)

—00

wobei die dynamische Responsefunktion x ,, definiert wurde als
i A . .
Xap(t:t) = ﬁe)(t —t")Tr <|:AH0 (t), Bu, (t’)} WK)

= 200~ ) [Any (1), Buy)] ),

e(t):{l L t>0

wobei

0 ,¢t<0.

X 4p ist als Mittelwert des sogenannten ,retardierten Kommutators® gegeben.

Die ,Retardierung“, d.h. die Stufenfunktion ©(t —t'), ist eine Folge des Prinzips der
Kausalitit, d.h. die Wirkung auf die Observable A(t) kann nur nach der Ursache, dem
Wirken des Feldes b(t') bei t = t' auftreten.

Im thermodynamischen Gleichgewicht ist jeder Zeitpunkt dquivalent, d.h.

X(t, 1) = x(t —t)

Die Beziehung 6(A(t)) = [dt’ x(t — ¢')b(t') 4Bt sich durch Fouriertransformation
vereinfachen:

w(w) = [t (e~ )
x(t—t)= / dw e W= (W) , etc.
2m

Es gilt dann
5<A(w)> = Xas (w) b(w) :

Es ist niitzlich, x(w) im System der Eigenzustéinde von Hy,
Ho|n) = By n)
darzustellen. Mit

Tr (efﬁo/kTﬁB@) = ZefE”/kT Z (n] A ‘n/> <n" B|n)
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ist
xt—t) = o@-t) h ZK Ze*En/kT
x [(n| eiﬁot/ﬁA(O)e—iﬁot/ﬁ ) (/| 0t /% B (0)e~ Y/ |
= (n BE) ) (] A®) ]
— o- t/)%i S e Bu/kT [ei(En—En/)(t—t’)/h (n] A|n' (/| B n)
— e En =B )W=D/R (| B0’y (n/| A|n)

und die Fouriertransformation ergibt unter Verwendung der Beziehung

/ dt (=Mt Q(t) = /dte(iw—")t = —. !
iw—n
—0o0 0

wobei ein Konvergenzfaktor e~ eingefiihrt wurde (n = +0) (Folge der adiabatischen
Einschaltbedingung) und mit der Identitdt (im Raum der Distributionen)

1
w =t in

1.
= 77; Fimd(w)

den Ausdruck

1 _gokr| (n[An) (0| Bln)  (n|B|n) (n'| Aln)
Xap(w+in) = ZKZG ho+ By — Ey +in hw— By + Ey + 11

n,n’

und daraus

1 . .
Xin(@) = 5 X (@ 1) = X0 (w0 = )]
:W[l—e_h“’/kT} Ze En /KT ( (n| A|n") (n'| BIn) 6(hw + B, — Ey) .

nn

Die Responsefunktion x(w) besitzt also eine im thermodynamischen Limes dichte Folge
von Polen auf der reellen Achse, d.h. einen Verzweigungsschnitt. Die Diskontinuit&t am
Schnitt ist durch x” gegeben:

1

X'(t) = o

2 (A, BO)

Von besonderer Bedeutung ist der Spezialfall A= B . Es gilt dann (mit x,, = x)
x(w +in) = x(-w —in)

und mit der Zerlegung
X(w +in) = x'(w) +ix" (w)
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6.1. LINEARE RESPONSETHEORIE

in Real- und Imaginéarteil:

X (W) = x'(-w) gerade
X'(w) = —x"(~w) ungerade

Funktion von w

—hw 1 _ 2
X'(@) = 7L e AT o ST e BT (] A ) | 6o + By — B)
und damit ist
wx’(w) >0;
dhnlich fiir x:
2
Xl(w) = —L M e*En/kT _ e*En//kT

Zg £~ hw+ E, — Ey
n,n

)

Im Limes w — oo gilt yaa(w) o< 1/w?.
Die interessierenden Operatoren A, B sind i.a. extensive Groflen, d.h. lassen sich als
Integrale iiber den Raum von den entsprechenden Dichten darstellen:

A= / a®r pA(7)
Damit sind auch rdumlich variierende Felder b(7,t) von Interesse, d.h.
H = —/d37" pP (7) b(7, t)

Der raum-zeitliche Response ist in Verallgemeinerung der obigen Ableitung gegeben
durch

S(pA(F,t)) = /d?’r’dt’ Xag(F =7t =t b(7', 1)
wobei

Ll i . L
XAB(T - T/vt - tl) = %@(t - t/)< [pﬁo(r,t),pgo(r',t/)] >H0

Wegen der raumlichen Translationsinvarianz des Gleichgewichtszustands ergibt eine Fou-
riertransformation in Raum und Zeit

Xap (q—; w) _ / dsTdt efi(T'F%iwt Xap (7:»7 t)

den Zusammenhang

(M (@,w)) = Xap (T 0) b(T,w)
Die Darstellung von y durch die Eigenzustdnde von Hg lit sich ebenfalls verallge-
meinern bei Beriicksichtigung der Tatsache, dafl die Zustédnde |n) Eigenzustinde des

Gesamtimpulsoperators P sind:

ﬁ|V7E>:h%V,E>:]3V,E> : n:{l/,E}
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und daB e’ 7/ der Translationsoperator ist, so dafl gilt
pA(TT, t) _ eif{ot/h eiP%-F/h ,OA(O, 0) efiﬁ-F/h efiﬁot/h

Fiir die Responsefunktion folgt dann

ooy L gyt [ (0l p4(0,0) ) (n'] p7(0,0) )
Xan(@w) = =7 Z(:ﬂ) ¢ hw + By, — By + 11
n=(v,k
n'=(' k") B / N LA
' (P (0,0) 1) (] p(0,0) )

hw+ Ey — Ey, +1in

Im Fourierraum lassen sich die Matrixelemente durch die Fourierkomponenten ¢ der
Operatoren p?, pP ausdriicken:

(nlptn’)y = (nlpg|n') p:?:/dgre‘wp(ﬁo)
denn 5,
, d’q
p(7=10,0) = / (2?/%7(0)

und
(v k| pgr |V, = @) = (2m)P0(@" = @) {nl pg |

Von besonderem Interesse sind die Summenregeln, d.h. Integralbeziehungen der Form

o0

/ dww™ x"(w) =S, ; Sy aus Kurzzeitverhalten

—00

Falls A = B, dann ist S,, = 0 fiir n gerade. Fiir n = 1 ergibt sich die sog. ,, f-Summen-
Regel“:

/ dwwx" (W) = / dww / dt et " (1) = / dw / dt [(—1%) eiwt} (1)

- / dw / dt elet (i%x”(t)) - / dt 275 (1) (i%x”(t)) - zm[%x”(t)}o

=X [i%A(t), B(0)| >(t:0 = %< [[A, 1), B))

6.1.3 Kausalitidt und analytische Struktur der Responsefunktion

Aus der Darstellung von x in den Eigenzustédnden von Hj folgt, dafl y(w) eine analyti-
sche Funktion von w ist mit einem Verzweigungsschnitt entlang der reellen Achse. Da
auBerdem y(w) “=3 1/w?, kann x(z) fiir Im z > 0 durch ein Cauchyintegral dargestellt
werden

[o.¢]
do’ x(w' +in)
= | — &= I 0
x(2) /27ri o — % ; mz >
—0o0
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Zerlegung in Real- und Imaginérteil fiir y(w+1in) ergibt die Kramers-Kronig-Relationen

X/(w):_lp/dIX()

T w—w'
! /
X”(W) _ l’P/dw/ X' (@)

Bei der Ableitung ist der Beitrag der é-Funktion auf der rechten Seite zu beriicksichtigen.
Die Verwendung der retardierten Funktion x(w + in) und nicht der analog definierten
avancierten Funktion x(w — in) ist eine Folge der bereits angesprochenen Kausalit t.

6.1.4 Positivitdt der Absorption und Stabilitiat

Die Diskontinuitéit von x, Ax = x(w +1in) — x(w —in) ist mit der im System statt-
findenden Dissipation, d.h. der Absorption von Energie, verkniipft. Wir betrachten die
Anderung der Energie des Systems unter dem Einflufl der Stérung

diemy = (U0 = ()™ — (s

denn %<H0> = 0 wegen Energieerhaltung, d.h. x,, , = 0. Da
(B(t)) = (B)y, +6(B(1)) ,

und mit der Annahme
b(t) = 0 fir |t]— oo

folgt in erster Ordnung in b fiir die gesamte Energieinderung

/Oodt {%@7@»] Vs, /Oodt @0

—00 —00

Erst die zweite Ordnung in b(t) ist endlich:

AFE = /dt— t)) = —/dt/dt’XBB(t—t’) b(t') b(t)

Nach Fouriertransformation
d
AE = — / 2—“’ W (@ +10) b(w) b(—w)
7r
Da X/, . (w) gerade in w ist, bleibt nur der Imaginérteil

AE/ @) (b2 >0

wobel b(—w) = b*(w) beniitzt wurde. Die Verallgemeinerung auf ortsabhingige Felder

ist
d3 L2
AE = WXy, (T w) [b(qw) " >0

FEin thermodynamisches System im Glelchgevvlcht kann also nur Energie aufnehmen in
Ubereinstimmung mit dem 2. Hauptsatz.
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Statische Suszeptibilitit: Im Limes w — 0 ist x/(0) die statische thermodynamische
Suszeptibilitdt, die sich als zweite Ableitung der freien Energie ausdriicken 14ft.

Beispiel: Dichte-Responsefunktion
H™ = —/d3r n(7,t) u(r,t)

wobei p4 = pB = n(7,t) die Teilchendichte ist und pu(7,t) das chemische Potential. Im
Limes ¢ — 0 und w — 0 gilt

lim lim x/(¢,w) = o (Limites vertauschen nicht!)
q—0w—0 a,u,

1 !
X(0) = =P /dw # folgt  X'(0) >0,

s

d.h. die thermodynamische Stabilitdtsbedingung
on
—_— >
o —
ist eine Folge von Kausalitdt und Positivitdt der Absorption (2.Hauptsatz).

Die Analytizitdt von x(z) fir Imz > 0, die ebenfalls eine Folge der Kausalitét ist,
stellt auch sicher, daf§ das System gegeniiber spontanen kollektiven Anregungen stabil
ist. Ein Pol von x(z) fiir Imz > 0 wiirde zu einem zeitlich exponentiell anwachsenden
Response des Systems auf eine beliebig kleine Storung fithren.

0

Beispiel fiir Responsefunktionen: Dielektrizitatsfunktion e
D(7,t) = /d37“'dt/ (=7 t—t)EF 1) (isotrope Medien) .
Der Zusammenhang zwischen elektrischem Verschiebungsfeld D und elektrischen Feld E
ist iiber die elektrische Polarisation P gegeben:
D =E +4nP

wobei P definiert ist als Dipolmoment pro Volumen. Der Operator der elektrischen
Dipolmoment-Dichte ist

() = 3 4757~ )

mit den elektrischen Ladungen ¢; am Ort ;. Die Ankopplung an das elektrische Feld
erfolgt durch

e = - / &Br1i(7) B(7)
und

eij(F,t) = (52‘3‘ + 47rXij(77,t)

xig(7 1) = 200 (7, 0), 15(0,0)] ) = 5i5x(7.1)
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im isotropen System.

Wobei II; die i-Komponente von I1 bezeichnet. Fiir die Fouriertransformierte gelten
die Kramers-Kronig-Relationen

Re (e(w) —1) = ——P/d ! Imé
Ree -1
Ime(w) = —P/d ! ﬁ

Diese Relationen erlauben z.B. aus der Frequenzabhéngigkeit des Brechungsindex n den
Absorptionskoeffizienten k zu berechnen. Es gilt ndmlich fiir den komplexen Brechungs-
index

N =n+ik = /e

der iiber die Dispersionsrelation des Lichts im Medium definiert ist

Fiir die Absorption gilt hier (p? =1II; ; pP = ﬁ])

—

2 N
wxi(@w) | E(gw) " 5 Eé

Im homogenen Fall, ¢ = 0, und fiir ein Metall, d.h.

47 7
=14+ — folgt = —
(W) =1+ o) folgt x=—ow)

und damit wx”(w) = Reo(w). Mit der komplexen Leitfahigkeit o, gilt also
AE = / Reo(w) | EOw)[* = [ 52 B*(@)i(0)

wobei die Stromdichte j(w) = Reo(w)E(w).

f-Summen-Regel:

Jdw wxie) = [dwo'w) = Vol ([t Ho] 1)

Es sind dabei

N2 1N
— e T — J
H0_22m+v ’ i Volze(m’)
7j=1 7j=1
j 1 o j G
[wi,Ho] :%QIhpj N [[wi,Ho],xi] :E
wobei N die Teilchenzahl im Volumen Vol ist, also n = N/Vol. Somit folgt
o0
2 w?
/dwa'(w):ﬂen:—p
m 4
—00

mit der Plasmafrequenz w,,.
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6.2 Fluktuations-Dissipations-Theorem

Bereits Einstein hatte in seiner beriihmten Arbeit iiber die Brown’sche Bewegung darauf
hingewiesen, dafl die Fluktuationen von Beobachtungsgréfien um den Mittelwert, z.B.
die ortliche Schwankung des Brown’schen Teilchens <(m — <x>)2> und der Response des
Systems, ndmlich die Beweglichkeit des Teilchens unter dem Einfluf} einer dufleren Kraft,
eng zusammenhéingen.

Wir definieren die Korrelationsfunktion von fluktuierenden Gréflen als

Bap(t,t) = %<{<A(t)—</l>) , (B(t’)—<B>)}+>
1

= S {{Aw. By }) - (Ay(B) .

Die symmetrisierte Kombination stellt sicher, dal ® 45 reell ist, wobei A = AT und
B = BT vorausgesetzt ist. Im stationédren Zustand gilt wieder

Pup =Pap(t—1t)
und die Fouriertransformierte von ® ist definiert als

D pp(w) = /dt eiwt(I)AB(t) .

Einfiihrung der Darstellung in Eigenzustédnden von Hj erlaubt einen direkten Vergleich
von ®4p und X’ :

Pap(w) = hn [1 + e*h“’/kT} Zik ZefE"/kT (n|A|n") (n'| BIn) 6(hw + B, — Ey) .

Vergleich mit x ,,(w) ergibt den direkten Zusammenhang

hw
Pap(w) = hx , (w )coth(sz>

das sogenannte Fluktuations-Dissipations- Theorem (Callen und Welton 1952). Fiir das
Schwankungsquadrat einer Grofle X zu gleichen Zeiten 148t sich damit schreiben

dw hw
/— D xx(w h/%x (w )COth<2k:T) .
Diese Beziehung 148t sich im klassischen Grenzfall vereinfachen, d.h. im Fall, dafl fiir

die Anregungsfrequenzen w des Systems gilt hw < kT oder anders, dafl x”(w) ~ 0 mit
w > kT'. Dann 1a8t sich coth (hw/QkT) — 2kT /hw ersetzen und damit

s

kT
(%) = = [ X _ ko).
Fiir die statische Suszeptibilitdt gilt also im klassischen Limes allgemein

Xxx (0) = le ( (5X) ) (Curie-Verhalten)
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6.3 Dynamische Suszeptibilitit und Zeitumkehr

Im Falle mehrerer physikalischer Groen X7, X5 ... X,,, die an duflere Felder f;(¢) koppeln
entsprechend

P oF S8
=1

ergibt sich fiir den linearen Response einer Grofie X;
SC6(0) = [t Y it = )50)
j=1

mit .
Xij(t —t') = %@(t —t')( |:XiH0 (t) s Xjm, (t/)} ) e

Wir erinnern uns, daf die Darstellung von x;; in den Eigenzustdnden von H gegeben ist
durch

. 1
Xij(w +in) = —Z—Ze

k

_garr | (M X [n) (0] X In)  (n] X [n') (0] Xi |n)
‘ hw+ FE,—Ey+in hw+E,y—E,+in |’
n,n
Unter der Zeitumkehroperation T hat jeder Operator X; eine Paritdt ¢; = +1
Falls der Hamiltonoperator zeitumkehrinvariant ist, gilt, dafl
xij(t =1) = [xis(t' = )] 4

oder

Xij (@ +1im) = [xi5(—w —in)] 7
wobei das Symbol T bedeutet, daf3 alle Operatoren X; durch ihre zeitgespiegelten zu
ersetzen sind. Fiir die Matrixelemente (n| X; |n') gilt damit (7" ist antiunitirer Operator)

(n| TX;TT |n'> = ¢ (n| X; |n').
Damit wird
. 1 _
Dij(—w =] = == ™5/ Meie
k n,n
(n| Xi|n) (0| Xj|n) _ (n| Xj[n') (0| Xi|n)
—hw+E, —Ey—in —ho+ Ey — E, —in
= eiejxjilw +in) .

Unter Benutzung von
Xij(—w —in) = [xi(w +1in)] 2

gilt also die Symmetriebeziehung

Xij(w +1in) = €€ xji(w +in) (Onsager)

Falls H nicht zeitumkehrinvariant ist, a8t sich im allgemeinen eine zusétzliche (simul-
tane) Symmetrietransformation O definieren, so dafi H invariant ist unter 7" und O.
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Wichtigster Spezialfall: Magnetfeld E, das an Ladungen und Spins koppelt

. 1 N2 o oo

H(B) = —<ﬁ+5A) —~S- B+ H
2m c

gt 1 L e n? S B /

PHTT = —<—p+—A) +1S- B+ H
2m c

denn unter Zeitumkehr gilt
p— —p und S -§.
Falls aber gleichzeitig mit T auch B — —B transformiert wird, gilt
H(B)=TH(-B)T" .

Damit 188t sich die obige Argumentation fiir x;; anwenden, woraus folgt

— —

Xij(w +in; B) = €€ xji(w +in; —B) .

Ein weiteres Beispiel ist die Anwendung einer Drehung mit Winkelgeschwindigkeit
@. Die Wirkung von & ist vergleichbar mit der von B.

Die Positivitit der Absorption 148t sich auch um Fall mehrerer Felder ®;(t) zeigen.
Es gilt fiir die Energieinderung in Erweiterung der frither gezeigten Beziehung

AE = _/d_w w Y xij(w+10) b (w) bj(—w)

2m —
= /(;_:rj w(—%) Z [Xij(w +1i0) — xji(—w + 10)] bi(w) bj(—w) .
.3

Vergleich mit der friither definierten Unstetigkeit am Verzweigungsschnitt von x(z) zeigt

1 . . 1 . .
> [Xij(w +1i0) — xji(—w + 10)] = 5 {Xij(w +1i0) — xi5(w — 10)]
= Xij(w)
wobei xji(—z) = Xij(2) benutzt wurde. Die Matrix wy;j(w) ist positiv definit, so dafl
> w0 (@) bi(w) b (w) = 0

0]

fiir jedes b;(w). Zum Beweis verwenden wir

2m —hw/2KT —En/kT
X;/](w) = Z_K <1—e / ) Z/e / <n|XZ‘n/> <n/|Xj In) 6(hw + E,, — E,)
und
w (1 _ efhw/2kT> >0
sowie

S n) X; [ ('] X [m) by b = (Z (n X; |V b |

0]
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